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ELŐSZÓ 


Könyvünkkel a komplex függvénytannal ismerkedő Olvasók 
számára kívántunk segítséget nyújtani. Olvasómkról feltételezzük a 
komplex algebrának, az egyváltozós függvények analizisének és a 
többváltozós függvények analízisének bizonyos szintű ismeretét. Á 
könyv felépítése a Bolyai-sorozat könyveinek felépítését követi. A 
fejezetek elején röviden ismertetjük a szükséges elméleti alapokat, 
definiáljuk a lényegesebb fogalmakat, kimondjuk a fontosabb téte- 
leket. A feladatok megoldása során igyekszünk a tételek szükséges 
és elégséges feltételeit megvilágítani, a fontosabb eljárásokat be- 
mutatni, s néhol utalunk a gyakorlati felhasználás lehetőségeire 15. 
Reméljük, hogy könyvünk eléri célját, sikerül az Ölvasóval a téma- 
kör alapjait megismertetni, az alkalmazáshoz segítséget nyújtani, s 
a mélyebb megismerés utáni vágyat felébreszteni. Végül köszön- 
jük a lektornak minden részletre kiterjedő rendkívül lelkiismeretes 
munkáját. 

A szerzők 


1. BEVEZETÉS 


Ezen példatárnak a témája a komplex analízis és annak alkai- 
mazásai. Ennek a megértése feltételezi a Tisztelt Ölvasától a komp- 
lex algebra alapos ismeretét. A példatár témájából és terjedelméből 
adódóan nem tartjuk feladatunknak a komplex algebra részletes ki- 
fejtését. Azonban vázlatosan megemlítjük az alapfogalmakat, fele- 
levenítjük a komplex számok halmazában végezhető műveleteket, 
elsősorban azok geometriai jelentését hangsúlyozva. 


Komplex számnak nevezzük a z — at t-b alakú összeget, ahol 
a és b tetszőleges valós számok, az ! pedig az ügynevezett tunaginá- 
rius vagy képzetes egység, amely a —] valós szám négyzetgyökét 
szimbolizálja: i — vV—1. Az a valós szám a z komplex szám valós 
része, jelölése a — Reíz), a b valós szám pedig a z komplex szám 
képzetes része, jelölése b — Imíz). 


Egy komplex számot tehát két paraméter határoz meg egyér- 
telműen; a valós és a képzetes rész. 


Felfoghatjuk a komplex számokat úgy 15, mint rendezett valós 
számpárokat: z — (a, b). 
Vegyünk fel a sikban égy derékszögű koordínátarendszert, mely- 
nek első tengelyét valós tengelynek, második tengelyét imaginárius 
tengelynek nevezzük. Jelölésük rendre: Re és Ím. Magától értető- 
dő, hogy kölcsönösen egyértelmű kapcsolat van a sík pontjai és az 
origóból induló helyvektorok között. Tehát minden komplex szám 
szemléltethető egy sikvektorral. A Re és Im tengelyek által kifeszí- 
tett sikot Gauss-féle komplex számsíknak nevezzük. 

De megadhatjuk az (a, b) pont origótól mért távolságát (jele: 
r) valamint az (a, b)-be mutató helyvektornak a Re tengely po- 
zitív irányával bezárt szögét (jele: (ar), mely előjeles mennyiséget, 
szokás szerint, az óramutató járásával egyező irányban tekintünk 


új 


pozitívnak. Előbbit a z komplex szám abszolút értékének, utóbbit a 
komplex szám arkuszának vagy argumentumának nevezzük. 


Ha ezeket használjuk a komplex szám megadásához, a követ- 
kezőt kapjuk: 2 sz r-(cosa -b i - sin a). Ezt az előállítást nevezzük 
a komplex szám trigonometrikus alakjának. 


Később kiderül, hogy a számítások szempontjából nagyon 
praktikus, ha a komplex szám felírásához igénybe vesszük az ex- 
ponenciális függvényt, speciálisan az Euler-féle formulát: 


et — cosa ti: sinda 
Ezzel a z komplex szám exponenciális alakja z — re? 


Algebrai alakban az összeadás a siíkvektorok körében megis- 
mert szokásos vektorösszeadás mintájára történik. Tehát ha 


z-ati-bész;-cti-d, akkor 

zta —iatb]tri- (e td. 
Tehát összeadásnál külön-külön összeadódnak a valós részek és a 
képzetes részek. Ez természetesen igaz kettőnél több komplex szám 
összegére ÍS. 

Trigonometrikus és exponenciális alakban közvetlenül nem vé- 
gezhető el az összeadás. 


Az összeadás szemléletes tartalmának kiderítéséhez felidézzük 
a vektorok geometriai alkalmazási területét, Ez pedig a geometriai 
transzformációk között az eltolás. Rögzítsük a zg — dg-Hi-ba komp- 
lex számot. Ha egy tétszőleges z — a t F-b komplex számhoz ezt 
hozzáadjuk, akkor ez a Z-nek megfelelő pont zo-val való eltolását 
fogja eredményezni. Általánosabban, ha adva van a komplex síkon 
egy f tartomány, és a tartományhoz tartozó minden komplex szám- 
hoz hozzáadjuk zo-t, akkor az egész f tartomány eltolódik z9-val. 


Algebrai alakban a szorzást úgy végezhetjük el, hogy definíció 
szerint megköveteljük a disztributív törvény teljesülését a komplex 
számok halmazában. Ezek szerint, haz — ati-bész — eti-d, 
akkor 


zzz slatt-bicti-d) — (ac — bb) ti - (ad t bc), 
amely kifejtés megadja a szorzat valós és képzetes részét. 


[0 


Á szorzás műveletének gecmetriai tartalma főként akkor világ- 
lik ki, ha a szorzást trigonometrikus, illetve exponenciális alakban 
végezzük el. Ehhez legyen: 


z — ri(coseág ti sinai) és 2 — nícosáa b E - sine). 
Ekkor a szorzat trigonometrikus alakja: 

Z:Z2- nro (coslaict aa) ti: simíei -k 2) 
Eszerint két (vagy több) komplex szám szorzásánál az abszolút 
értékek összeszorzódnak, az argaumenturnok pedig összeadódnak. 


Ez az eredmény egyszerűen adódik, ha a komplex számok ex- 
ponenciális alakját alkalmazzuk, felhasználva a hatványozás azo- 
nosságait: 

ZL-Z£2 —TI . e721 . ra els? am pp pa . ei , et — pr ra . eti ten 
Ezekből az egyenletekből már nem nehéz kitalálni, hogy mi a ge0- 
metriai tartalma egy komplex számmal történő szorzásnak. 


Legyen z s reícosa tk i-sina) egy tetszőleges komplex szám, 
és 20 — m -(cosag ti: sind) égy rögzített komplex szám. 

Ha z-t za-val szorozzuk, akkor z abszolút értéke m-val szorzó- 
dik, tehát az eredmény egy nyújtás vagy zsugorítás aszerint, hogy 
rmn 5" l. illetve a c 1, speciális esetben pedig r nem változik, 
ha m — 1. Áz argumentum pedig ao-val változik, növekszik vagy 
csökken aszerint, hogy ag 5 ú, illetve ag z Ő. Speciális esetben, 
ha ag — 0, azaz ha za valós szám, az a argumentum nem válto- 
zik. Más szóval ekkor a transzformáció egy nyújtás. Összefoglalva 
tehát a zo-val való szorzás a legáltalánosabb esetben megfelel egy 
nyújtva forgatásnak. 


Legyen adva a komplex síkon egy f tartornány. Ha ennek a " 
tartornánynak minden pontjára alkalmazzuk a zo-val való szorzást, 
akkor a nyújtva forgatást a teljes Tf tartományra mint geometriai 
idomra kell alkalmazni. 

Maradjunk még egy szóra annál a speciális esetnél, amikor 
rn - I. tehát ha egységnyi abszolút értékű komplex számmal szor- 
zunk, azaz legyen za — cosag ot E - sinag. Ekkor a zo-val való 
szorzás egyenértékű egy origó körüli ag szögű elforgatással. 
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A szorzás speciális eseteként beszélhetünk a hatványozásról. 
Egyelőre csak pozitív egész kitevőjű hatványokat értelmezünk. 


Egy z komplex szám n-edik hatványát (n E Z.n 5 1) úgy 
értelmezzük, mint a valós esetben; 2 egy olyan Hn tényezős szor- 
zat, melynek mindén tényezője z. Algebrai alakban a halványozás 
nagy kiteévők esetén meglehetősen nehézkes. Az általános esetben 
a binomiális tételre tudunk hivatkozni. Trigonometritkus és éxpo- 
nenciális alakban sokkal egyszerűbben érink célhoz. Alkalmazzuk 
a szorzásnál idézett összefüggést: ha 


zzz r-írcosa ti-simmeaj, 
akkor 27 — r" (cosín ar) ht - sinín " a) és hasonlóan 7 — r7-es. 
Hatványozás során tehát az abszolút érték hatványozódik, az argu- 
mentum pedig H1-szeresére változik. 


A hatványozás ugyanúgy interpretálható geometrtailag, mint á 
szorzás: az általános esetben égy nyújtva forgatás. 


Haz — r-(cosa b E. sine), akkor 2" úgy transzformálódik 
z-ből, hogy z abszolút értékét szorozzuk r"7!-nel, argumentumához 
pedig hozzáadunk (Hn — 1) a-t, vagyis a transzformáció egy r 
arányú nyújtás és egy (n — 1) - a szögű elforgatás egymásutánja. 

A z komplex szám konjugáltját a z szimbólummal jelöljük, és 
az alábbi módon értelmezzük: ha z — at: :Bb, akkorz — a — ib, 
tehát egy z komplex szám konjugáltja az a komplex szám, melynek 
valós része megegyezik z valós részével, képzetes része pedig Im(z) 
ellentettje. 

Könnyű látni a geometriai interpretációt is: a konjugálás a valós 
tengelyre vonatkozó tükrözést jelent. Innen világos, hogy konjugá- 
lás során a komplex szám abszolút értéke nem változik meg, ar- 
kusza pedig ellentettjére változik. Innen már könnyen felírható egy 
komplex szám konjugáltja trigonometrikus és exponenciális alak- 
ban a szokásos jelölésekkel: 

z- r-fcosa —i: sing), illetve 7 — re, 

Az osztást algebrai alakban úgy kell elvégezni, hogy a törtet a 
nevező konjugáltjávai bővítjük. 
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Legyen zi — a-b ib és 22 — c id - 0. Az eredmény: 

an  (aribkc— ih  acthd . be— ad 

a aid eret age 

A trigonometrikus, illetve exponenciális alak használatával az osz- 
tás ís egyszerűbben végezhető el. Legyen zi — rir(cosar-b £sinei) 





ÉS Z2 — ra: (cosaz ti - sincrz) s Ü, illetve zj — sr - ef! és 
za — Fa: e72, ekkor a hányados 

kA Fi hoz . 

— z — - (cos(ai — az) tt i : sintag — ar2)), illetve 

zi PF 

zi FI: ezi Fi 


mz —- ez . ete -eg 
Za mreeői PF 
Á hányados abszolút értéke tehát a számláló és nevező abszolút 
értékének hányadosa, az argumentuma pedig a számláló és nevező 
argumentumának különbsége. Ezek alapján már az osztás geomet- 
riai tartalma ís világos. Ha a zo — m : (cosag tf -sinag) (zo - 0 


, MEN Í z 
komplex számmal osztunk, az egyenértékű az — — mes (za 0) 
zŰ 


zar 
komplex számmal való szorzással. Tehát az általános esetben az 


osztás 15 egy forgatva nyújtás. Mivel 


1 ro cos(—ag) b F : sin(—arg)) j 


Zú ra 


I 
27 ( cos(—eg) 4 i - sin(—ag)), 


ar fej fej ale ] an az [uj 
ezért az osztás egyenértékű egy — arányú nyújtás, és egy —dg 


szögű elforgatás egymásutánjával. Ez is természetesen lehet nyújtás 
vagy zsugoritás attól függően, hogy m z 1] vagy m 5 I, illetve 
pozitív vagy negatív irányú forgatás attól függően, hogy ag előjele 
negatív vagy POZLtV. 


Ezen a helyen szükséges részletesebben kitérni a z komplex 
I l 
szám réciprokának, az — (íz - 0) komplex számnak a képzésére. 


Ez egy különleges geometriai transzformáció. 
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Legyen adott egy 0 középpontú R sugarú K kör egy sikban. Az 


adott sík A és B pontját a X körre vonatkozólag inverzeknek ne- 
vezzük, ha 0, A és B egy félegyenesre esik, továbbá 0A -0B — R7. 
Világos, hogy ha az A pont a körön belül van, akkor a § a körön 
kívül és fordítva. A körvonal egy pontjának invérzé önmaga, ÉS 
az is világos, hogy a kör 0 középpontjának inverze a sik ideális 
pontja, a végtelen távoli pont (o). Ha rögzített A kör esetén de- 
finiálunk egy transzformációt, amely a mondottaknak megfelelően 
rendel egymáshoz síkbeli pontokat, akkor azt körre vonatkozó tük- 
rözésnek vagy inverziónak nevezzük. 


Ha a kör sugara minden határon túl növekszik, tehát K 00, 
akkor a kör egyenessé alakul, a körre vonatkozó inverzió pedig 
átmegy a közönségés egyenesre vonatkozó tükrözésbe. 

Legyen most z — rícosa b !-sina) st 0, ekkor a konjugálásról 
és osztásról mondottak szerint 


zzz ! (cos(— an tHE- sin(— a), tehát 
p 


mn]I]7— H 1 — 


1 s, 
— —( cos(a) — / - sin(a)), 
F 
] ] ar az ak - aan 44 
ahonnan világos, hogy z és — egyazon, origóból induló e irányszó- 


— r.1 z Ll. tehát a 
rF 








. 1 
gű félegyenes pontja, továbbá az is, hogy Íz]- 7 


zés ki körnplex számoknak megfelelő pontok az origó közepű egy- 

2 n a hk ] 
ségnyi sugarú körre vonatkozólag inverz pontok. Ez azt is jelent, 
hogy a z komplex számról az — komplex számra való áttérés két 


tükrözés egymásutánját jelenti; az origó közepű egységnyi sugarú 
körre vonatkozó inverzió és a valós tengelyre vonatkozó tükrözés 
egymás utáni alkalmazása tetszőleges sorrendben. 

Ebben a részben kizárólag pozitív égész gyökkitevő esetén fog- 
lalkozunk a gyökvonás kérdésével. 

Legyen z — rícosa ti-sina) s ret, és legyenn EZ n 5 1. 
Ebbeén az esetben az n-edik gyökvonás egyenértékű az alábbi fela- 
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dattal: Keressük azokat az u — 0-(cospbi-sinp) sz 9-e? komplex 
számokat, melyekre u" — z teljesül. Kérdés ezen o abszolút értéke 
és p arkusza. Egy z — r(cosa ti-sina) komplex számnak pontosan 
n db különböző rt-edik gyöke van. Ezek a következők: 


27 27 
Hr E 97 (cos(5 ak.) ti.sin( 5 5) 
H Hn pi Ft 
k- 01, 2 ...n—l. 


Ezt a kérdést azért részleteztük egy kissé jobban, mert ez egy olyan 
eredmény, ahol jelentős eltérés mutatkozik a valós és kornplex ana- 
lízis között. A valós függvénytanban az fíx) z t/x függvény ér- 
telmezési tartománya páros gyökkitevő esetén csak a nemnegatív 
valós számok halmaza, páratlan gyökkitévő esetén a valós számok 
halmaza, de mindkét esetben igaz, hogy a gyökvonás eredménye — 
ha az létezik — egyértelmű. Komplex z esetén azonban a gyökkite- 
vőtől függetlenül, tetszőleges z esetén a gyökvonás minden esetben 
elvégezhető, azonban a valós esettel ellentétben ez a hozzárendelés 
nem függvény, hiszen a gyökvonás nem ad egyértelmű eredményt. 
Az ilyen hozzárendelést szokás általánosabb tulajdonságának meg- 
felelően relációnak, az adott esetben a értékű relációnak nevezni. A 
komplex analízisbeli n-edik gyök tehát nem függvény, hanem egy 
n értékű reláció. (A szakirodalom használja az n értékű függvény 
elnevezést is. Mi azonban ezt elkerüljük, hiszen a függvény alapve- 
tő tulajdonsága, az egyértelműség nem egyeztethető össze a reláció 
többértékűségével.) 

Ha valaki részletesebben érdeklődik a komplex algebra iránt, 
akkor javasoljuk a Bolyai-sorozatban megjelent komplex számo- 
kat tárgyaló kötet (Sárközy András: Komplex számok, Műszaki 
Könyvkiadó, 1973.) részletes tanulmányozását. 
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2. VALÓS VÁLTOZÓS KOMPLEX 
FÜGGVÉNYEK 


2.1 Határérték, folytonosság 


Az f függvényt valós változós komplex függvénynek nevez- 
zük, ha értelmezési tartornánya a valós számok részhalmaza, érték- 
készletét a komplex számok alkotják: 


f: DD, — Dr CR 
A függvény tehát valós számhoz komplex számot rendel. A függ- 
vény t helyen felvett helyettesítési értékét f(t)-vel jelöljük. A függ- 
vény tehát minden ! E Dr értékhez egy f(t) — xíty-biyít) komplex 
számot rendel. Exponenciális alakban: 

ft) — rí) ee — rítheos pt) FF irít) sin pij) 

A valós változós komplex függvénynek tehát a valós része és a kép- 
zetes része egyaránt egy valós egyváltozós függvény. A függvény 
egyenértékű e rendezett függvénypárral. 

Legyen tő a Dy halmaz torlódási pontja. A függvénynek a fg 
pontban létezik határértéke, ha van olyan za E€ €, hogy minden 
£ 5 0-hoz létezik olyan ó 7 0, hogy 

LA) — zo] ze,ha0 c jt— tol sz Ő. 

A határérték létezésének szükséges és elégséges feltétele a valós és 
a képzetes rész határértékének létezése az adott pontban. 

A valósban megismert módon értelmezhető a jobb, illetve a bal 
oldali határérték ií5 a íg pontban. 

A függvény folytonos a fg pontban, ha ott létezik a határértéke, 
a helyettesítési értéke, és ezek egyenlők: 


nm f(t) — f(to) 


A függvény egy [fi 12] intervallumban folytonos, ha annak belső 
pontjaiban, valamint a £1-ben jobbról, £5-ben balról folytonos. 
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AzL — (zlz — zén te Be R) halmaz pontjai általában egy 
görbét alkotnak. 


Egyszerű ívnek nevezzük az egyenes szakasz topologikus — az- 
az kölcsönösen egyértelmű és kölcsönösen folytonos — leképezéssel 
nyert képét. 

A leképezést akkor nevezzük kölcsönösen folytonosnak, ha a 
leképezést adó függvénnyel együtt annak inverze is folytonos. Ha 
véges sok egyszerű ívet úgy csatlakoztatunk, hogy csak ezek vég- 
pontjai legyenek közös pontok, görbét kapunk. Áz így származtatott 
görbéket Jordan-görbének nevezzük. (A kölcsönösen egyértelmű 
leképezésből következik, hogy tt £ f esetén zíth) - zífo), azaz a 
görbe nem keresztezi önmagát.) 


Ha az. — tl; z zít) (E Ír, 2]] sörbe Jordan-görbe, és 
zíth) — zítah, akkor zárt Jordan-görbéről beszélünk. 

Mivel a [11. ra] intervallum korlátos, így a Jordan-görbe is 
korlátos ponthalmaz. 

A Jordan-görbe tétele szerint egy zárt Jordan-görbét a komp- 
lex számsikból elhagyva két nyilt tartományt kapunk, melyeknek 
határa az adott görbe (lásd még 3.1). Ázt a tartományt, amely a 


z — 00 pontot nem tartalmazza, a görbe belsejének, a másikat a 
görbe külsejének nevezzük. 


(Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg az f(r) — — pk is, te R .(ú) függ- 


vény határértékét az origóban! Folytonossá tehető-e a függvény? 


Vizsgáljuk külön a valós, illetve a képzetes rÉSZt. 
l — cost l MBA sin 51 
m— am, 1] 
té 2 Ű 








I . ] . 
Him z 5. Tehát lm fit) — 7 b Si. 


Ha az f függvényt a Ű helyen így értelmezzük: f((h — 5 4, 


akkor a függvény minden (véges) helyen folytonossá válik. 
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2. Adja meg azi - 543 és az; — 93-45 pontokat összekötő egyenes 
szakasz egyenletét valós változós komplex függvény alakjában! 

Az egyénes szakasz egyik lehetséges megadási módja: 

főzz rtíza — zi), 1 €fü 1], 
azaz: fr(rh — árt 5 tt (2843) tE[Ő 1]. 
(rt — Ő esetében a zi, t — 1-nél a zz pontot kapjuk). 

Természetésén más paraméterezéssel is megadható az égyénés sza- 


egyenlettel jellemezhető. Más alakban; 
úr) - 4-4 3c0st-t KS 4 3sinth tE]— mr, zf[. 


(Ha r-re nem teszünk kikötést, akkor a mozgó pont többször is befutja a 
körvonalat, így a hozzárendelés nem lesz kölcsönösen egyértelmű.) 


5. Milyen görbét jellemez azíjy — 44 5cosrt (3 4 2sint), 
(E€]1— x,zl[ egyenlet? 


transzformáció adja. Vagyis Pp) koordinátái: 

Xj —m X-c0osd o — y sin a 

XPS X-SING ky: 0088 
Komplex számok körében a forgatómátrixszal való szorzás helyett égysze- 
rűen az e7-val való szorzás elegendő. 


7. Milyen görbét jellemez a zít) — (3 4 dechf 4 (5 tt 2shrH, FEBR 
egyenlet? 


A valós, illetve képzetes rész: 
xírY —m 3-4 dcehi 
yírd) — 54 3shr 


— az 0 e 
r-t kiküszöbölve: 73) - (14-35) 


egyenlete, melynek középpontja a za — 34 5/ pont, tengelyei a koordiná- 
tatengélyekkel párhuzamosak. 

Figyelermbe véve, hogy xín) z 7, így látható, hogy a hiperbolának 
csak az egyik ágát adja még az egyenlet. 





— ll adódik, ami egy hiperbola 


8. Milyen görbét jellemez a zír) — — t E R függvény? 


Mivel f csak valós szám lehet, így a függvény minden (véges) ! esetén 
folytonos. 


Határozzuk meg a függvény valós, illétvé képzetes részét! 














itr  (G4D(-i-D 1-8 2 
i-t lá 0 142 0 0 148 
AZAZ: 
1— 1 2 
xir] — 8 tj — — 
DE Tga JO TEZ 
a. 2 (1— B) 42 
Vegyük észre, hogy x" ty — EPO z I, tehát az egyenlet egy 
14 rt 
origó központú egységsügarú kört jellemez. (A z — —I pontot a ! — c 


érték adja. Ha csak r véges értékeit tekintjük, a körvonal nem zárt.) 
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, t ER függvény? 
l tf BÉTENY 





9, Milyen görbét jellemez a zít) — 


Az előző feladathoz hasonlóan meghatározzuk a függvény valós, il- 


letve képzetes részét. 





1— ti l ! 
fi zi 1 — —. f Tr — m— .. 
Mivel ír) TE így xít) er yír We 
Most x1 4 y" z — x, azaz a függvény az 





14 ré 
(x — 052 a yt s 057 
kör egyenlete. (A z — os képe az origó.) 


10. Milyen görbét határoznak meg az 

fin -gteéta e re[-x,a] 
És az 

ne zsétáae 5, t€[(-x,a] 
függvények? 

Az f(t) függvény valós, illetve képzetés TÉSZE: 


xít) — tcost tt eos it 
víth zo 7sint-k sin dt 





3.1] ábra 


Az alakzat képe a 2.1 ábrán látható. Az alakzatot epicikloisnak nevezik, 
egy nagy körön kívülről gördülő kis kör egy kiszemelt kerületi pontja 
mozgásának képeként származtatható. 
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Az f(f) — Set ret re [7.7] 

függvény valós, illetve képzetes része az előzőhöz hasonlóan 
xi) — 5 eost tk cos5t 
vi(t) — 5s5int — sin 57 


Az alakzat képe az ábrán látható. Hipocikloisnak nevezik, egy nagy körön 
belülről gördülő kis kör egy kiszemelt kerületi pontja mozgásának pályá- 
jaként származtatható (2.2 ábra). 








2.2 ábra 
11. Milyen görbét határoz meg a (f) ef 4 ze : € [mr] 
függvény? 
2.3 ábra 
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Az előző feladathoz hasonlóan: 
xit) — cost b : cos 3t — cas 1 


vít) — sin t — : sin3r — sin t 


A görbe egy speciális hipociklois, asztroid (2.3 ábra). 


2.2 Valós változós komplex függvények 
differenciálása 


A zít) függvény ín pontbeli differenciálhányadosát a valós egy- 
változós függvényeknél megszokott módon értelmezzük. 


Legyen a zíi) függvény értelmezett a fg pontban. 


r)— at 
Ekkor, ha létezik és véges a lim Z(1) — 20) határérték, akkor 
Í, 


Ü 1— íg 
ezt a függvényt a zíf) függvény ig pontbeli differenciálhányadosá- 
nak nevezzük. Jelölése: z(g ). 


z(ig) létezésének szükséges és elégséges feltétele a függvény 
valós és képzetes részének ig pontbeli differenciálhatósága. Belát- 
ható, hogy é(tg) — á(fo) HF ipíto). 
A jobb és bal oldali határérték értelmezésének mintájára értelmez- 
hető a jobb és bal oldali differenciálhatóság is. Azt a függvényt, 
amely értelmezési tartománya minden pontjában az adott pontbeli 
ditferenciálhányados értékét veszi fel, deriváltnak nevezzük. 

va, dz 

Jelölése: z(r) — TE 

Mivel a derivált definiálása a valásban megszokott módon tör- 
tént, így a deriválási szabályok Is a valósban mégszokottak marad- 
nak. (Formálisan i-t tetszőleges valós állandónak tékintve derivál- 
juk a függvényt.) 


Az előzőekben láttuk, hogy az 4 — (lk — zt) te Be R] 
pontok általában valamilyen görbét alkotnak. 
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A z(to) vektor a görbe íg pontbeli érintőjének irányvektorát ad- 
ja, amennyiben z(ro) 7 0. Abból, hogy z(rg) — 0, nem feltétlenül 
következik az. hogy a görbének a fg pontban nincs érintője. Az 
adott pontbeli normálvektort az íz(to) (illetve ennek (—1)-szerese) 
vektor szolgáltatja. 


Ha a t € Ír, t2) intervallumon a zíf) függvény deriváltja — vé- 
ges sok hely kivételével — folytonos és zérustól különböző, és a ki- 
vételes pontokban is létezik a függvény jobb és bal oldali deriváltja, 
valamint a ft; pontban a jobb, fr pontban a bal oldali derivált, akkor 
a zít)-vel jellemzett görbét szakaszonként sima görbének nevezzük. 


Bizonyitható, hogy szakaszonként sima görbének létezik az Ív- 
hossza, és ez Az 


Sz J 17 (Agy a (re) dt 


képlettel számolható. 


Ha a zít) függvényt egy pontmozgás leírásának tekintjük, akkor 
z(f0) e mozgás sebességvektorát adja a ig időpillanatban. 


Ha 2(t) differenciálható függvény, deriváltját a zf7) függvény 
második deriváltjának nevezzük, és Z(f)-vel jelöljük. Pontmozgás 
esetén a második derivált a mozgás gyorsulásvektorát adja. 

Jelölje a io, illetve a z pontbeli érintők hajlásszögét Aa, a z(ig) 
és zíf) pontok közötti ív hosszát As. Ekkor, ha létezik és véges 


As 
a him Az határérték, akkor azt a görbe fa pontbeli görbületének 
—g 


nevezzük. Jelölése cíto) (Igazolható, hogy a görbület csak egyenes 
ésetében azonosan zérus.) 


Amennyiben a függvény kétszer deriválható, akkor görbülete: 
X$—-Xy 
KYNETs EN TNNNE Tr A 
(60 ay) 


(feltéve, hogy a nevező nem zérus). 


XX E 
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Gyakorló feladatok 


1. Deriválható-e értelmezési tartománya minden pontjában a 
zíty 392 5ri, t €[-I,1] 
függvény? 


Létezik-e az c függvénnyel jellemzett görbének a f — 0 helynek meg- 
felelő z — Ű pontban érintője? 


Mivel a függvénynek a valós és a képzetes része egyaránt differenci- 
álható, így a derrvált minden pontban létezik: 


ín a gr a 15eti 
Mivel sí — 0, így a deriváltból ném következik az érintő létezése az 
origóban. Vegyük észre azonban, hogy f" s g helyettesítéssel: 

ag) s 3gtogi, gE[-I.1], 
arra láthatóan egy egyenes szakasz egyenlete, melynek ortgóbeli érintőie 


önmaga. Tehát az, hogy a differenciálhányados értéke egy adott pontban 
nulla, nem feltétlenül jelenti azt, hogy oít a görbének nincs érintője. 


2. Differenciálható-é az értélmezési tartornánya minden pontjában a 
z(f) z cost kr isinít, t E [-z, r] függvény? 


Mely pontokban lesz zír) — Ú? Határozza meg a görbe ívhosszát! 
A függvény deriváltja minden t értékre létezik. 
kín - —3eosítsint b i3 sín tcost 
z(t) akkor egyenlő nullával, ha r — KE, ahol £ tetszőleges egész szám. 


(Természetesen a függvény grafikonjában csak a k — ( 1], 2, 3 értékek 
adnak különböző pontokat.) 


A ! kiküszöbölésével a görbe egyenlete 


alakban írható. Képe egy asztroid (2.3 ábrad;, melynek a it) — 0 pontokban 
szinguláris pontjai vannak, nincs érintője. 


Mivel a függvény deriváltja csak néhány pontban zérus, Így a görbe 
szakaszonként sima zárt Jordan-görbe, létezik ívhossza. Az Ívhossz kiszá- 
mitásakor elegendő a görbe negyedrészének ívhosszát kiszámítani. 


29 


51 
$I- / 1/ kp) Fk (sr) dt 
jú 


A gyök alatti mennyiség: 
34 jő — Ocosf tsiní rt Dsintrcosr z 


2 2 


I sin? r( cost th sin" £) mz 9 cos f-an i 


s I 
2 . a 12 

Így 5) - f jcosfsini — E sin) — ],5. 
ü 2 ú 


Tehát a téljes ívhossz: s — 4sj — 6. 


z Ücos 


3. Határozza még az előző részben szerepelt 

a(z Teétaett rE(-g, a] és a 

mit sz Se" 4 ee Br tE[-xr or] 
függvények deriváltjait! 

Mely pontokban lesz a derivált zérus? 

(a tte a Tie 
A derivált akkor zérus, ha 
et — — e — elet 
Mivel két exponenciális alakban adott komplex szám egyenlőségének ese- 
tén a kitevők 2:zi-bén különbözhetnek, igy: 

1t—ntit kir 


IT It 
z — tk 
ga 
Mivel a Fr € [—zr, sr] kikötést tettük, így £ lehetséges értékei —3, —2, —], 
0, 1, 2. 
E pontokban a görbének , csúcsai" vannak, nincs érintője. A pontok 
a függvény szinguláris pontjai: A görbe szakaszonként sima zárt Jordan- 
görbe. 
fa(t) — Siet — Siet 
A derivált akkor zérus, ha 
elt — ee! azaz 
t- —őt b kéz. 
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t- ké ahol k — —3,... 3. 


E hat pontban (£k — —3ésk — 3 ugyanaz a pont; a görbének nmcs érintője. 
Ez a görbe 15 szakaszonként sima, zárt Jordan-görbe. 


4. Határozza meg a zíi) — Re (R, u valós állandók) függyény első 
és második deriíváltját! 

A függvény égy ongó középpontú A sugarú körön történő és szögse- 
bessépgű pontmozgást — egyenletes körmozgást — ír le. 

Hb) — iRewel"t 
Minden egyes f időpillanatban z merőleges 2(f)-re, és [ED] — Rw. (Az 


egyenletes körmozgás esetén a sebesség érintőirányú, és nagysága Xw-val 
egyenlő.) 


A második derivált: 

é(1) — —Rwt elet 

Ar) minden egyes időpillanatban merőleges z(r)-re, és Iz(n] — Rev . 
(Az egyenletes körmozgás gyorsulása az érintőre merőlegesen a kör kö- 
zéppontja felé mutat.) 
Megjegyzés: 


szokásos a harmonikus rezgőmozgás (szinuszosan váltakozó áram) 
leírásakor az 


yír) — A sine 
vizsgálata helyett a 
z(r) - Ae 
függvényt vizsgálni, melynek képzetes része adja az yíf) függvényt, mivel 


ez utóbbival egyszerűbben tárgyalhatók a folyamatok. 
5. Határozza meg a zír) — R- éexpl[ il édugt b 52 (R, can, B valós 


állandók) függvény első és második deriváltját! (Az e" -— expía) jelölést 
alkalrnaztuk.) 


A függvénnyel egy R sugarú körön ég kezdősébességű ő szöggyorsu- 
lású pontmozzás írható le. 
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zíth s ik (0 Tr ft)Jexp G for La 52) an i( ag LE Bt )zí 


A. sebességvektor tehát ez esetben 45 zíff)-re merőleges, érintősrányú, de 
nagysága nem állandó. 

o] - R(wo 4 Ar) 
A függvény második deriváltja: 


z(t) — iRBexp ( (os -k 57) — 
-R (og L§ ay exp (i( ov tk 57) 


A kapott gyorsulásvektor első tagja a sebesség irányába mutató úgyneve- 
zett tangenciális gyorsulás, mélynek értéke f-től filggetlen állandó: Rő. A 
második tag az érintőre merőlegesen a kör középpontja felé mutató céntri- 


petális gyorsulás, melynek értéke Re", ahol 6 — ég TŐL 


6. Határozza meg a zír) — 4e" 42e"!  : E[-x, x] függvény első 
és második deriváltját! 
Milyen görbe egyenletét adja meg a függvény? 


IT 
Határozza meg e görbe görbületét a t — Ü és a? — 7 pontban! 


A deriváltak: 

ír) - ide? — 2e7") 

ür) z —(467 420") z —2et) 
Határozzuk meg zíf) valós és képzetes részét! 

z(n) — 4ícost-b isini) 4 X(cost— isinf) — cost iZsini 
Azaz xít) — cost és yíf) s 28sint, ! kiküszöbölésével: 


2 F 
Tk kk 7 z— I, tehát a görbe egy origó középpontú ellipszis. 
A görbiletet az előzőekben felírt képlet alapján számoljuk: 
KS MERNE zött ZRRRR (feltéve, hogy a nevező nem zérus). 


(Gay r Goy) 
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Mivel: 
x(th — —űsint, yít)— 2cost, 
Xíf) — —úcost, Ft) — —25int, 
igy: 


0-$ (6) 


e(5) - £ (- 5) 
27 62 Ag 
Megjegyzés: 


Ha az ellipszis nagytengelye a, kisténgelye b. akkor a nagytengely 
3 2 


. : ,. b . 
végpontjában a görbületi sugár Fl kistengely végpontjában pedig e 


7. Határozza még a zír) — shz4- íchr, fr ER függvénnyel jellemzett 
görbe görbületét! 


Hogyan változik a görbület, ha t — 0? 


Az előző feladathoz hasonlóan a függvény grafikonja az 
y — ax? sz], y5:Üú 
hiperbolaág. 
áír]) — chz, piri — shr, 
xtr) — shz, ír — chi, 
l 


V (hr a she 


Látható, hogy ? — ce esetén kítf — 0, amint az várható is volt, hiszen a 
hiperbola , rásimul" az aszimptotára. 


klf) — 


8. Határozza meg a zít) — rre függvény első és második deri- 
váltját (r és e valós egyváltozós függvények)! 

Az első derivált: 

sír) — ne 4 ipeortnjeeb 
Az összeg első tagja z-vel azonos irányú, a másik erre merőleges. 

A második derivált — a részletszámításokat nem részletezve: 


29 


ate (e — (90) ) eyg 5 8 i(r(rKA(t) kh 2HEKDET)) pepin 


Az összeg első tagja z irányú, a második erre merőleges. 


2.3 Valós változós komplex függvény integrálása 


A derivált definíciójához hasonlóan € függvény határozatlan 
integrálját 15 a valósban megszokott módon értelmezzük. 


A z(t) függvény primitív függvénye a Z(f), ha Z(t) 5 z(). 

A zíf) határozatlan integrálját ezen primitív függvények összes- 
sége adja: 

fzeat — Zírh - c, ahol c tetszőleges komplex állandó. 


EF függvény esetén 15 érvényes az egyértelműségi tétel, azaz a 
határozatlan integrál egy állandótól eltekintve egyértelmű. (A de- 
riváláshoz hasonlóan az integráláskor ís ? formálisan egy valós ál- 
landónak tekinthető.) 


A határozott integrált 15 a valósban megszokott módon értel- 
mezzük. 


Vegyük a f € [a, B] intervallum egy felosztását: 

azig cat €...h sb 
Jelölje a részintérvallumok hosszát Ar, azaz Al — taj 7—th5 e 
részintervallum valamely pontját T,. 


Ha a im 9 zírkjár, határérték a felosztást finomítva létezik, 


k 

véges, és a felosztástól, valamint a közbülső pont választásától füg- 
getlen, akkor ezt az értéket a zít) függvény La, b] intervallumra vett 
határozott integráltának nevézzük. 


Igazolható, hogy: 


b 
f/ zírdit — zo s Z(b) — Z(a) 
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Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg a zít) — e" (ahol k 0-tól különböző egész) függ- 
vény [Ő sz], illetve (Ő, 27r) tntérvallurnra vett határozott integrálját! 


o ik ik ik 


Felhasználtuk, hogy eftt a (er) - (—nk, 


AZ integrál értéke k páros értékeire zérus, páratlan k esetén T. 


Haszonlóart: 


21 ikt 1 ÉT 
f et gr z ka zű 
0 rk a 


2. Legyenzí) he mérje er Nt kiEZ. 


Határozza még a két függvény szorzatának a [Ő. 2-r] intervallumra 
vett integrálját! 


Fé Új [9 2 1 
jJ elk , e itt dt — f ek rr dt 
Út Hh 


Az előző feladatból következően, ha k z ?, az integrál értéke zérus; ha 
k — Í, akkor az integrálandó függvény Il, így az integrál értéke 257. 


Megjegyzés: 
Ha a zz(1) és zo(t) függvények skalár szorzatát az 


1 
f/ zi(t)  zzítdt 
Ü 


integrállal értelmezzük, akkor azt mondhatjuk, hogy 





ze(t) z vett kez, 


I 
VT 
függvények ortonormált függvényrendszert alkotnak. 


Ugyanis: A z ! esetén az Így értelmezett skalár szorzat zérus (a két 
függvény ortogonális) k — / esetén a szorzat 1 (normált). 
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Megjegyzés: 
Hasonlóan ortonormált függvényrendszert alkotnak az 


I LL. ] a. 
— —-, —— sin kx, —— cosíx, kk tEN 
Van vm vé 
függvények is az x € [Ő, 27] intervallumon. 


E függvényrendszereket a Fourier-sorok tárgyalásánál fogjuk alkal- 
mazni. 


3, Határozza meg a zíf) sz te", k E Z függvény [D, 27) intervallumra 
vett határozott integrálját! 


Ha k sz Ü, akkor az intégrál értéke 2n". 
k st Ú esetén parciálisan integrálva: 


27 j 
/ tett gr a e it hak z 0. 
6 k 


4. Határozza meg a zít) — függvény [0, co[ intervallumon 


l 
(1-4 ir) 
vétt improprius intégrálját! 


A függvény határozatlan integrálja: 


MV. 
al 9. Ut 
(1 -írÉ —Z2i 


Mivel 





I 
lim -——— sz 0 í 
EEGYYE ET ÉY 5) 


7. 1 I i 
[ame o- ég ; 
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3. KOMPLEX VÁLTOZÓS KOMPLEX 
FÜGGVÉNYEK 


3.1 Határérték, folytonosság 


E fejezetben sem törekedhetünk az elméleti alapok részletes 
tárgyalására csak a leglényegesebb fogalmakat emeljük ki; 5 igyek- 


. szünk a komplex számsíkbeli alapfogalmak és az R" közötti analó- 


gtákat bemutatni. 


A za pont (komplex számi r sugarú (ír : 0) környezetét azok a 
z komplex számok alkotják, amelyekre Iz — zol £ r. 


Jelölése: K (za), tehát: 
K.(zo) z 2 EClz-z er) 


A végtelen távoli pont r sugarú környezete alatt a Iz] 5 " halmazt 
értjük. 

A zo pont a D € € halmaz torlódási pontja, ha zo tetszőleges 
környezetében végtelen sok D-hez tartozó pont van. 


A zo pont a D halmaz határpontja, ha za tetszőleges környeze- 
tében van D-hez és € 4 D-hez tartozó pont is, 


Ha D minden határpontját tartalmazza, zárt halmazról, ha egyet 
sem, sryitt halmazról beszélünk. (Mimdkét tulajdonság igen speciá- 
hs, a halmazok nagy része se nem nyilt, se nem zárt.) 


A D halmaz korlátos, ha létezik az origónak olyan r sugarú 
környezete, amely D-t tartalrnazza: D € K (04. 


A D halmazt összefüggőnek nevezzük, ha bármely két pontja 
összeköthető 2-hez tartozó folytonos vonallal. Áz összefüggő nyilt 
halmazt €-beli tariománynak nevezzük. Zárt tartományról beszé- 
lünk, ha a tartornányt egyesítjük annak határával. 


Ha a tartomány határát n darab izolált (közös ponttal nem ren- 
delkező) rész alkotja, akkor azt n-szeresen összefüggőnek nevez- 
zük. 


33 


Például a 

Ü z Iz] Sr 
tartomány — egy origó középpontú körlap, mély az origót és a kör- 
vonalat nem tartalmazza — e definíció alapján kétszeresen összefüg- 
gő, hiszen határa a körvonal és az origó. 

Az f függvény komplex változás függvény — röviden komplex 
függvény —, ha értelmezési tartománya és értékkészlete is a komp- 
lex számsík egy-egy részhalmaza: 

f: DD — ú Dr c € 
A függvény tehát Komplex számhoz komplex számot rendel. A 
függvény z E Dr helyen felvett helyettesítési értékét f(íz)-vel je- 
löljük. 

A függvény tehát minden z — x-4iy, z € Dr komplex számhoz 
egy w — fiz) — ut ív komplex számot rendel. 

Természetesen u és v 15 függ z-től — azaz x-től és y-tól -, így 
u és v ís kétváltozós függvény. uíx, vy]) a függvény valós része, 
vin, y) a függvény képzetes része. (A feladatok megoldása során 
— ha szükséges — természetesen a z és a w esetében í5 használni 
fogjuk a polárkoordinátákat is, azaz a komplex számok algebrai 
alakja mellett a trigöonömetriküs És exponenciális alakot 15.) 


Az f függvény megadásánál az 

J(z) w — fízh.w- ut iv 
jelöléseket egyaránt használni fogjuk. 

A komplex függvények szemléltetésére két lehetőség 15 adódik. 
A függvényt szemléltethetjük a két kétváltozós függvény uíx, y) 
és víx, y) segítségével, de gyakoribb, hogy a függvényt az (a, y) 
siknak az (wxw, v) sikra való leképezésével szemléltetjük. 

Ez utóbbi esetben megmutatjuk, hogy az f függvény égy z 
síkbeli görbét vagy tartományt a w sik mely részébe visz ál 

Legyen zg az f függvény értelmezési tartományának torlódási 
pontja, Az f függvény határértéke a za pontban wo, ha minden 
£ 5 0-hoz tartozik zo-nak egy ő 5 0 sugarú Ksízg) környezete, 


hogy 
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fíz) E A.(wo), 
midőn z E DF. 0 Ks(za) hop 

(Mivel a végtelen távoli pont környezetét ís értelmeztük, Így a 
wo, illetve zo lehet cs ís.) 

Az tf függvény folytonos a zo helyen, ha 

zo E Dr, zo-ban van f-nek határértéke, és Him fiz) — f(zo) 


Az f függvény akkor és csak akkor folytonos a za pontban, ha 
az g és a v függvények ts folytonosak zo-ban. 


Az egyváltozós függvények körében megismert, az ÖSSZzeg-, 
különbség-, szorzat- hányados, illetve közvetett függvény folyto- 
nosságára vonatkozó tételek a komplex függvények körében is ér- 
vényesek. 


3.2 Lineáris függvények 


A w — azt b, ahol a, b E € fa z 0) függvényt lineáris 
függvénynek nevezzük (a — Ú esetén a konstans függvény adódik, 
ezzel nem foglalkozunk). 


A lineáris függvény leképezése egy hasonlósági transzformá- 
ció, Ugyanis a z síkban fekvő tetszőleges görbét (tartományt) az 
a-val való szorzás (mint azt az első fejezetben megmutattuk ) arc(a)- 
val elforgat, majd az origóból -— mint hasonlósági középpontból — 
la]-kel nagyít. A b hozzáadása a képalakzat b-vel való eltolását je- 
lenti. A lincáris függvény - mint hasonlósági transzformáció — a z 
síkot kölcsönösen egyértelműen képezi le a w síkra a z 0 esetén. 


Gyakorló feladatok 


L. Határozza meg, hogy a 
w-(4t3üzt 2—4di 


lineáris függvény milyen alakzatba viszi át a [Iz — 1 — 2/] — 2 egyenletű 
körvonalat! 
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A bevezetésből következik, hogy a körvonal képe a w síkon körvonal 
lesz, tehát csak a képkör középpontját és sugarát kell meghatároznunk. 


Az eredeti kör középpontja a za — 1 -k Zi pont. 

Ennek képe: 

wg (4-4 NXI429-42—dis —2411li4t2—4i— 7 
Mivel a (4-4 39-vel való szorzás [d -4 3] — 5-tel való nagyítást is jelent, 
a kör sugara ötszörösére nő. Így a kör képe a 

lw— Hill 10 
egyenletű körvonal lesz. 


Téermészétésén ügyanerre a megoldásra jutunk akkor is, ha nem vizs- 
gáljuk a lineáris függvény geometriai jelentését, hanem az előző fejezet 
szerint felírjuk a z síkbeli körvorial egyenletét, és formálisan behelyeéttesí- 
tünk. 


A körvonal a 
z—-2e?f 41542 €1]—-z,a] 

egyenlettel adható meg. Ezt helyettesítve a leképező függvénybe: 
zzz (ze 41-42) (4-4 31) 42—4i 


: 4 
Mivel 4-4 37 — 5670 , ahol ep — arcig 7 , Így 


wz r0eiletvo) FT. pE]—sraz]. 
Ami valában az előzőkben kapott kört adja meg. 


Egy tetszőleges kör belsejét egy másik kör bélsejére való leképezés 
mindig megadható egy lineáris függvény segítségével. Ha nem kötjük ki, 
hogy a kerület mely pontjának mi legyen a képe a w síkon, akkor a leké- 
pező függvény igén sokféleképpen megadható. 


Ugyanis egy origő középpontú kört a 
w z 2: expiiog]) (ahol eg valós állandó) 


léképezés önmagába viszi át, azaz érré a körre a leképezés egybevágósági 
transzformáció. (Az előző feladatbeli képkör ís független pg-től.) 


2. Adjon meg égy olyan lineáris függvényt, amely a Iz — 4] c 2 
tartományt a [w — 3 — 3í] c IŐ tartományba viszi át. 
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A függvény meghatározását többféle módon is végezhetjük. Töljuk 
be először a körlapot az origóba, majd növeljük sugarát ötszörösre, végül 
toljuk el a középpontot a (3 - 3) pontba. 


E transzformációkat a 
w  5z— 4434 31—57—174 3 
függvény végzi el. 
Ellenőrzésként a 29 - 4 pont képe valóban a wg — 3 4 37 pont. 
A másik lehetőség: 


A w — azt b függvényben keressük az a, b E € állandókat úgy, hogy 
az — 4 pont képe a wg — 3 8 37 legyen, a z sikon lévő kör kerületének 
egy pontja pedig a w sikon lévő kerületi pontjába meénjén át. 


Légyén például a z, — 2 pont képe a wj — —7 - 37 pont. 
(wir — va] — 16, azaz wz valóban kerületi pont.) 
A két összetartozó pontpárt helyettesítve: 
3t3-5- datb 
-—7? 43 —datb 
Az egyenletrendszer megoldása: 
az5 4b7- 113431 
wp ilyen választása mellett tehát éppen az előző lineáris függvényt kapjuk. 
Ha azj — 2 pont képének az ww — 3 — 7r pontot választjuk, akkor 
3138 — dat b, 
3 — 71 — 2a 8 b, ahonnan 


a — Stb — 3 — IL? adódik, ami az előzőtől különböző megoldást ad. 
Látható, hogy wy választásától függően más és más lineáris függvénnyel 
végezhető el a leképezés. 


3. Adjon meg egy olyan lincáris függvényt, amely az Imí2) z 2 
félsiíkot az Imíwe) 4 Reíw) z Il félsíkba viszi át! 


Az előző feladathoz hasonlóan most ís több lehetőség van a függvény 
előállítására. 

Toljuk el először az egyenest úgy, hogy az az erigón menjen át; majd 
forgassuk el gyel, végül az elforgatott egyenest toljuk el a w síkban. 


w s (z— 27X—-1tötl5:-Gg—ljzt34 2 
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2 2 


3ar . AT ; ] , ! 
A —-gyel való forgatást azed — HÉT 4 1—  kemplex számma 


való szorzás adja. Mivel az origón átménő egyenes képét az origóból való 
nagyítás nem változtatja meg, így ezt még a/2-vel szoroztuk, ez adta a 
(—L 4 Í) szorzót. 


y 


ZOl2 ZI 


3.§ ábra 


A másik lehetőség most ss az, hogy az eredeti égyenesen választunk 
két pontot, s megadjuk ezeknek a képét a w síkon. A pontokat úgy vesszük 
fel, hogy ha zg-tól zy felé haladva a leképezendő ponthalmaz , balra" esik, 
akkor wg-tál wy felé haladva is ,baira" legyen a képtartomány. Ezzel bizto- 
sítjuk, hogy ne csak a határoló égyenest képezze le a megfelelő egyenesre, 
hanem a félsíkot 18 a megfelelő félsíkra (3.1. ábra). 


Legyen za — 2iképcawg—-l,észj— 241 képeawiy — rt. 
w — az b b-be helyettesítve; 
1—a-2itb 
i — a(2ir 41) b 
Az egyenletrendszer megoldása 
azr—l.b— 31 2i, 
azaz éppen az előző léképezést kapjuk. 


Ellenőrzésképpen a z — 0 képe a w — 3-4 Zi, ami nem pontja a 
képhalmaznak, téhát a leképezés a mégfelelő félsíkra történt. 


Természetesen, ha wj-nek más pontot választunk, a leképezést most 
is más lineáris függvény állítja elő. 
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3.3 Speciális hatványfüggvények 


Az fiz) z 2,z EC ne NT függvényeket vizsgáljuk. 


Mivel az n — Il esetet tárgyaltuk, így legegyszerűbb esetben 
n — 2, azaz vizsgáljuk meg először a másodfokú függvényt. 


fi mé -(xtiyy -— (x7 — y) tt i2ry 
E függvény esetében tehát a függvény 

valós része: u(x, y) — Xt y?, 

képzetes része; víx, y) s 2xy; 


u és v egyaránt egy nyeregfelülettel szemléltethető. (A két nyereg- 
felület egymáshoz képest 457-kal van elforgatva.) 


Az f(2 — 2 függvény a Refz) z 0 félsíkot képezi le a teljes 
w sikra. Ezen a halmazon a leképezés kölcsönösen egyértelmű, ha 
a Relz) z 0 félsikból a képzetes tengely negatív felét kivesszük. 

Az f(íz) — z" függvény ugyanis minden 

:- res, ge] 2] 

2 2 

valós számhoz a w s rief" számot rendeli, ahol 29 €] — az, -], 
azaz valóban a téljes síkot kapjuk meg. Azt, hogy a leképezés a 
teljes Reíz) z 0 félsíkra egyértelműen történjen, úgy szokták meg- 
oldani, hogy a w síkot a negatív valós tengely mentén elvágják 
- bemetszik —, s a metszésvonal negatív oldalához rendelik a z 
sik képzetes tengelye negatív részének pontjait, pozitív oldalához 
a képzetes tengely pozitiv részének pontjait. Helyezzünk két ilyen 
bemetszett síkot egymás fölé — úgy, hogy a tengelyek, az origó, a 
bemetszés fedésben legyenek -, és a bemetszés széleit , keresztben" 
összeragasztjuk (a bemetszés alsó bal oldalát a felső jobb oldalhoz 
és viszont), valamint, mivel a Ü és a ca képe önmaga, itt a két síkot 
összefűzzük, ezekben a pontokban a két sík elágazik. (Elágazási 
pontoknak nevezik őket). Az így készített összeragasztott sikokból 
álló felületet Kiemann-felületnek nevezik. (A Riemann-felület nem 
valóságos, hanem képzelt felület.) Erre a felületre a 2 függvény 
kölcsönösen egyértelműen képezi le a z síkot. A leképzések vizs- 
gálata során csak az egyrétű w síkot vizsgáljuk. 
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Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg, milyen alakzatba viszi át az f(z) 2" függvény a 
— 4eiv -? 5] 
zz dé, pe[-7. 5 
félkört és a 
z- ret, re RT 


félegyenest! 


A félkör képe: 

w — z — 16e/9, ahol 20 E) — mr, 7]. tehát a kép 16 egység sugarú 
teljes kör. 

A félegyenes képe: 

IT 

wz:z o —re3, 
amely egy elforgatott félegyenes. Az eredeti két alakzat merőlegesen met- 
szette egymást, a képalakzatokra ugyanez vonatkozik. Mint a későbbiekben 


látni fogjuk, a 2 fü egvény leképezése az origó kivételével minden pontban 
szögtattó. 


2. Határozza meg azt a függvényt, amely a 
Relz) z 2 
félsíkot a w — ft 2Zi, t z —2 vonalon bemetszett sikra képezi le! 


A 2 sik egyenesét toljuk be előbb a képzetes tengelyre. Tudjak, hogy 


az függvény a képzetes tengelyt a bemetszett negatív valós tengely két 
oldalára képezi le. Ezt a bemetszést kell eltolni a megfelelő helyre. 


A függvény: 
fi z(2—-2y —242i 


3. Határozza meg, milyen alakzatba viszi az 


féz) — zt függvény a z sík x — I egyenesét, illetve azy— I.y5 0 
félegyenest! 


Azx - legyenesaz— lt ti, 7 € E egyenlettel jellemezhető. Ezt a 
z helyére helyettesítve: 
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(14-11 — rt 4 rt, azaz u — 1— ft, és v — 21. 


2 
t kiküszöbölésével: 4 — ] — (3) adódik, ami egy w síkbeli parabola 


2 
egyenlete. 


Az y — Il,y 5 Ú félegyenes az — t-hHi,r E IR!" egyenlettel 
jellemezhető. 


Ekkor u — 17 — I, v — 21 adódik, amiből f kiküszöbölésével: 
2 
y 
uz (5) 
Mivel : € RT , így v értéke is csak pozitív lehet, azaz a kép egy félpara- 
bola. 


Belátható, hogy a két görbe merőlegesen metszi egyimást, tehát a le- 
képezés ebben az esetben is szögtartó. 





3.2 ábra. A 2 sík tengelyekkel párhuzamos egyeneséinek 
leképezése aw — 27 másodfokú függvénnyel 


Hasonlóan igazolható, hogy a tengelyekkel párhuzamos egyeneseket 
is parabolákra képezi le a másodfokú függvény. A parabolák merőlege- 
sen metszik egymást, közös főkuszpontjuk az origó. Az ilyén konfokális 
parabolák sikjukban egy parabolikus koordinátarendszert határoznak meg, 


41 


és kétféle háromdimenziós koocrdinátarendszer állítható elő belőlük (3.2. 
ábra): 

A) parabolikus koordinátarendszer, ha a 3.2 ábrát a valós tengely körül 
forgatjuk; 


B) parabolikus hengerkoordinátárendszer, ha az ábrát a papír síkjára 
merőlegesen mozgatjuk. 


4. Milyen alakzatba viszi át a z" függvény a z síkbeli egységnégyzetet? 


A valós tengely (0, 1] intervallumának képe önmaga. 


A képzetes tengely [0, 1] intervallumának képe a valós tengely 
1— 1, ú] intervalluma. 


Az előző feladatban láttuk, hogy a tengelyekkel párhuzamos egyene- 
sek képe parabola, így a másik két oldal képe egy-égy parabolaiv. Ezek 
az ívek a valós tengelyt merőlegesen metszik. A leképezés tehát ebben az 
esetben is csak az origóban nem szögtartó (5.3 ábra). 





3.3 ábra. Áz egységnégyzet leképezése másadfokú függvénnyel 


Az fíz) — zt függvény inverzeként értelmezhetjük a w — sz függ- 
vényt. Az eddigiekhez hasonlóan a z arkuszára továbbra 15 az 


arcízd E]— z,rr) 


megszorítást tesszük, így a négyzetgyökfüggvény egyértékű lesz, és afügg- 
vény a teljes z síkot a Relíwy z 0 félsikra képezi le. 
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Megjegyezzük, hogy szokásos a kétrétegű Riernann felületből szár- 
maztatni az inverzet, ilyenkor s/z-nek két értéket tulajdonítanak (íz — 0 és 
o kivételével, hiszen mindkét sik egy-egy értéket szolgáltat. 

Vizsgáljuk meg a w z ,z függvény esetében az u(x, y) És a víx, y] 
függyényeket. 


Mivel /xbiy — ut iv, tehát xb iv — e — yó 4 fuv, azaz a valós 
és a képzetes részeket összehasonlítva: 


x— ut — vő 
y — 2uwv 


Az egyenletrendszer megoldása: 


xta/at dá yi 


— a 
HÉx, yv) 7 
—gxt Zxt 4 yi 
VX, y) -z EZ 


ahol a két összetartozó megoldást y z 0 esetén a két pozítív, illétve a két 
negatív érték adja. 





3.§ ábra. A négyzetgyükfüggvény valós része 
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A két lehetséges megoldás a Riemann-felületből adódó két értéket 
jelenti. 


A 3.4 ábra az u(x, y) felületet mutatja. 


5, Határozza meg, hogy az fízd) - víz függvény milyen síkrészre 
képezi le a Reí(z) z 0, illetve Reí(z) s 0 félsíkokat? 


Reízd z Ű esetén z — reY E 5 5] 
Ekkor tehát 

vivő Se[5ő] 
Figyeljük meg azonban, hogy 

Reíz) s Ü esetén 4 € —if, — 5] L] ] re a]. 
Így a félsík képe: 


; IT mm a . 
Vz s V7-elZ, ahol 5 e [-5, - ri u A 6] (3.5 ábra). 


3.5 ábra. A z sík Reíz) c Ü része tengelyekkel párhuzamos 
egyeneseinek leképezése a négyzetgyökfüggvénnyel 


Tehát a sz függvény leképezése nem folytonos a negatív válás ten- 
gely mentén, hiszen a negatív tengelyhez közeli pontokat a képzetes ten- 
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gely pozítív, illetve negatív feléhez közeli pontokra képezi le, attól függő- 
en, hogy Imíz) pozitív vagy negatív értékű-e. 


Megjegyzés: Látható, hogy a a/z leképezése origón átmenő egyenesek 
eselén nem szöptartó. 


6. Határozza meg, hogy az f(z) függvény milyen alakzatba viszi át a 
z7-r42i tER valás tengellyel párhuzamos, illetve 
z 5 ld ti, 1 € RK képzetes tengellyel párhuzamos 

egyeneseket! 





3.6 ábra. A z sík tengelyekkel párhuzamos egyeneseinek leképezése a 
négyzetgyökfüggvénnyel 


Mivel sze u tivígyz su — vét higgy. 
Figyelembe véve, hogy z— rt 2i, 
tzw—v ész z 2uy, 


azaz a kép az uv — ] egyenletű hiperbola u 5 0 ága. (Az előzőekben 
megállapítottuk, hogy a Vz 


z a Relw) z 0 síkra képez le.) 
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A. másik egyenes esetében: 
l4ti sz ut — v" ji2uv, azaz 
w—vt dést 7 2uv. 
Ez esetben a kép ismét egy hiperbola uz 2 Ü ága lesz. 


Belátható, hogy a két hiperbola merőlégésen metszi egymást, tehát 
ebben az esetben a leképezés szögtartó. 
Megjegyzés; 

Ha az előző egyenesekkel párhuzamos egyenéseket veszünk fel, akkor 
a kép egy-egy hiperbolasereg lesz. 

Erdekes megfigyelni, hogy például az — —1 § ti egyenés esetén a 
kép a v: — vő — 1 egyenletű hiperbolának a Relw) 5 0 tartormnányba eső 
része, azaz egy-egy hiperbolaág fele lesz (3.§ ábra). 


7. Adjon meg egy olyan függvényt, amely a Reízd z 1 és Imízi 2 1 
sikrészt az arcíwi c 1.7 a] ] síkrészre képezi le! (3.7 ábra.) 


— 


3.7a ábra 3.1t ábra 





1 Fi 
3./c ábra 


A z síkbeli tartományt toljuk el az origóba. Így a feladat az első 
síknegyed leképezése egy síknyolcadra. 
A feladatnak megfelel például az f(z) — vz— 1 7! függvény. 
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Megjegyzés: 

A gízd — ifízb 41-i az eredeti sikrészt a 3.7c ábrán látható sikrészbe 
VÉSZI át. 

Az Éz) sz ző függvény esetében a kölcsönösén égyértelmű leképe- 
zéshez már égy három rétegből álló Riemann-felület szükséges, melyeket 
a negatív valós tengely mentén bemetszünk, s megfelelő módon össze- 
ragasztunk. A. síkok §-nál és 56-nél összefűizöttek (elágazási pontok]. Az 
f(z) — 27 értelmezésénél ismételten feltesszük, hogy arcíz) E] — ír, rr], 
igy minden z értékhez egyetlen függvényérték tartozik. 

szokásos az inverz képzését a 3 levelű Riemann-felületről képezni. 
Ilyenkoraz — wa? egyenlet mindhárom gyökét az f(z) — öz függvény 
értékének nevezve többértékű függvényről van szó. Az általunk értelmezett 
értéket főértéknek névézik. Tárgyalásunk során továbbra ts ragaszkodni 
fogunk az egyértékű függyényekhez. 


3.4 Lineáris törtfüggvények 


A lineáris törtfüggvény — más néven bilineáris függvény — ál- 
talános alakja 


azt b 
fi) ze czid 


ahol a, b, c, d E € állandók. 


(Szokásos az állandókra az ad — bc 7 0 megszorítást tenni, hi- 
SZEN Az a gyen ség teljesülése, azaz, ha ad — be, és c z 0, akkor 


f — -. Ha c — 0, akkor az előzőekben már tárgyalt lineáris 
függvényt kapjuk.) 

A lincáris törtfüggvény lényeges tulajdonsága, hogy a lineáris 
függvényhez hasonlóan kölcsönösen egyértelműen képezi le a z 
síkot a w sikra, A függvény inverze is lineáris törtfüggvény, 

. . l 7. 
Vizsgáljuk meg először a gíz) — -— reciprokfüggvény által léte- 


sített leképezéseket, hiszen az általános eset ebből már hasonlósági 
transzforrmmációval származtatható. 
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Gyakorló feladatok 


1. Határozza még, milyen alakzatba viszi át a gíz) — : függvény az 


a Iz — 1 kört; 
bh Imíz — Reífz), Reíz) 5 0 félegyenest; 
c) Reíz) — l egyenest! 


al A kört a z — e p E) — r, r] egyenlettel adhatjuk meg. 
Képe: : — e 


tehát az égységkört önmagára képezi le a függvény, de csakaz — F ésa 
z - -] pont képe marad helyben. 


b) A félegyenest az — red egyenlettel adhatjuk meg (ahol re R" 1. 
Ké l l zi 
épe: rőle pills 
azaz a kép egy origóból induló félegyenes, mely az előző félegyenes valós 
tengelyre vett tükörképe. (Az origó képe a végtelen távoli pont.) 


c) Az egyenest z — 1 - it egyenlet jellemzi. Mivel 
i l x 


:Y 
ETT ZT —— tet — [——— a 
Z xbtiy xidtyé xi ky 
ezért az egyenésén 





u ÉS v 5 MEGNLZN 
0 dag 0 lag 
Vegyük észre, hogy 
a, 2 l 1492 1 
Wo mv 7 ggg 7 tb azaz (u— 5) hv zg 
I I 
A kép tehát az (2 0) középpontú, 5 sugarú, origán áthaladó kör. 


Megjegyzés: A leképezés a Reízd s 1 félsíkot a kör belsejére képezi 
le. A z - 1 pont a leképezés során helyben marad, a z — cs képe az 
origó. Hasonlóan látható be, hogy a tengelyekkel párhuzamos egyenesek 
képei — a tengelyek kivételével - más esetben is oriígőn átmenő körök 
lesznek (3.8 ábra). A feladatból láthatóan a leképezés az egységsugarú kört 
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és a koordinátatengéelyekét önmagukba viszi át. (Látni fogjuk, hogy más 
alakzatok képei ís lehetnek önmaguk.) 





3.8 ábra. A z sik tengelyekkel párhuzamos egyeneseinek leképezése 
a reciprokfüggvénnyel 


2. Igazolja, hogy a reciprokfüggvény kört vagy egyenest körbe vagy 
egyenesbe visz át! 


j Az állítás ném jelenti azt, hogy kör képe kör, egyenes képe egyenes, 
mint azt az előző feladatnál 15 láttuk. Áz egyénést R — 60 sugarú körként 
érteélmézve mondhatjuk, hogy a leképezés kört körbé visz át. 


Az előző feladat mégoldása során láttuk, hogy a 


gíz) — -. 
Z 
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—] , 
7 BA az pontot rendeli. 
ft rzllln ul "i 


A z síkon lévő kör az A(x" 4 vő) t Bx b Cyr B — Ü egyenlettel 
jellemezhető. (A — Ü éseétén az alakzat égyeneés.) 


függvény az s x § iy ponthoz a w — 





Mivel a P(x, yi pont képe a B; ( 
képalakzatra: 


x -y ; 
——a go z önt, Így a 
xy 7) P 89 


2 2 
— — t —— 18—— -€——— 1D-0 
(x2 4 y?) (xt ty) at y mt y 
Átalakítva: 
A t Bx— Cy 4 DÍ ty) zú 
adódik, ami valóban kör (B — 0 esetén egyenes) egyenlete. 


Ha a kép a végtelen távoli pontot tartalmazza, akkor egyenes, ellenke- 
z6 esetben kör. Mivel a z — 0 pont képe a w — cv, Így az origón áthaladó 
kör képe egyenes, amely nem halad át az origón. Természetesen mivel a 
kép képe önmaga, így az origón át ném haladó egyénés képe origón áttménő 
kör. Az origón áthaladó egyenes képe origón áthaladó égyenes, amely az 
előző egyenes valós tengelyre vett tükörképe. 


Vizsgáljuk meg a réciprokfüggvény leképezésének geometriai tartal- 
mát! 


i 
Vegyünk fel égy tetszőleges zg - Ű pontot, annak képét — az z pontot 
Ü 


— és a kép konjugáltját, az z pontot; valamint e€ három ponton átmenő 
új 


kört (3.3a ábra]. 





3.da ábra 3.db ábra 
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Az Olvasó geometriai tanulmányaiból ismeri, hogy az érintő hossza 
mértani középe a szelő két szeletének (a 3.9b ábra szerint Ü£ 2 - OP.OP"). 


. l 
Ezt az előző ábrára alkalmazva — mivel z 
a körhöz húzott érintő hossza egységnyi, tehát az érintési pont rajta van 


az origó középpontú egységkörön. Ez viszont azt jelent, hogy a két kör 
merőlegesen metszi egymást. 


- Iz) — 1 - az origóból 





Ezt az egységkört merőlegesen metsző kört, melynek középpontja a 
valós tengelyén van, a réciprokfüggvény önmagára képezi le. 


Megjegyzések: 
A) A 20 pont egységsugarú origó középpontú , körre vonatkozó tükör- 
képének" szokás nevezni az FA pontot (geometriában az inverzió felel meg 


ennek a tiranszformációnak ). 


B) Az OP . OP" szorzatot az Ó pont körre vonatkozó hatványának 
nevezik. Két kör esetén azon pontok halmaza, melyeknek a két körre vo- 
natkozó hatványa megegyezik, egy egyenes, amelyet a körök hatványvoria- 
lának néveézünk. Körsornak nevezik a sik azon köreinek halmazát, melyek- 
nek azonos a hatványvonaluk. Ha a körsor tagjainak nincs közös pontja, a 
körsor elliptikus; ha egy közös pontban érintkezik az összes kör, paraboli- 
kus; ha két közös pontjuk van, hiperbolikus körsörról beszélünk. 

Ci Két egymásra merőleges körsor a síkban egy bipoláris kocrdiná- 
tarendszert határoz meg. Kétféle hárormdimenziós kocrdinátaréndszer állít- 
ható elő belőle. Bipoláris koördinátarendszer, ha az ábrát a papir sikjára 
merőlegesen eltoltuk, toroirdáiis koordinátarendszer, ha a képzetes tengely 
körül forgatjuk. 


3. Határozza meg azt a hmneáris törtfüggvényt, amely a 
z—1—2i ez 
tartamányt Íw — 4 — Si] 5 3 tartományra képezi le! 


A feladat tehát egy kör belsejének egy másik kör külsejére való léké- 
pezése. A körvonalak egymásra való leképezése — mint azt láttuk — meg- 
oldható lineáris függvénnyel, de ez a leképezés a körbelsőt a körbelsőre 
képezi le. 

A feladat megoldásához toljuk el előbb a z síkon levő kört az origóba. 
Az eltoit érték reciprokát véve biztosítjuk, hogy a kör belsejének képe a 


al 


kör külseje légyén. Ezután §-tal szorozva elérjük, hogy a képkör sugara 3 
egységre változzon, végül az így kapott kör középpontját aw — 4-4 5 
pontba töljuk. 

A leképzés tehát: 

WE ő. KERNEL 4 4-k 5i — (6 rD0z gt 127 13 

z-1l—2i z-1-—2i 

Ellenőrzésképpen: 

Az — 14 2i középpont képe a w — cs, az — Il pont (az eredeti kör 
kerületének pontjai képe a w — 4 -k 87, amely a w síkbeli kör kérületének 
pontja. 


4. Határozza meg azt a lineáris törtfüggvényt, amely a 
Berzi zü 
félsíkot a Iw — di] s 3 körre képezi le! 


A feladat megoldásánál felhasználjuk az l. feladat c részének ered- 
ményét. 


Toljuk el az egyenest a valós tengely z — b pontjába. Tudjuk, hogy ezt 


az egyenest a reciprokfüggvény a Íw — 1 





z körre képezi le (láttuk azt 


15, hogy a Reízd 5 I félsikot a kör belsejére képezi les. A képkört eltoljuk 
az origóba, sugarát 6-szorosra növeljük, majd eltoljuk a pozitív képzetes 
tengely irányába négy egységgel. 
A függvény tehát: 
[ l . z(—3táná 1]5— IZ 
—ű — —- I 4 Al — —— 
jé (z — 3 3 ) i 1-3 
A za — 4 pont képé a 4g — 3 4 47 pont, a kör kerületi pontja, az; — 3 
pont képe — amely pont nem volt a leképezendő síkrészben — a wj — mm 
pont, amely a kör külseje. 





5, Határozza meg azt a lingáris törtfüggvényt, amely a 
z—-1ljzs4d 
kört a Re(m z Imíw) félsíkra képezi le! 


A megoldást az előző feladat mintájára keressük. Toljuk el a kört az 


origóba, 5 sugarát változtassuk 57Te. Majd a középpontját a z — 5 pontba 
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tolva alkalmazzuk rá a reciprokfüggvényt. Ez a kör belsejét a Re(m) z 1 
félsikra képezi le. Az égyénest a w sík origójába toljuk, és (-7)-gye 


elforgatjuk. (A forgatást az (b — F)-vel való szorzással végezzük, amely 
ugyan az origóból való nagyítást ís végez, de ez — mint a lineáris függvé- 
nyeknél láttuk — az egyénest helyben hagyja.) 


A függvény, mely ezeket a transzformációkat elvégzi: 








l . 5—-Zz ; 
W TETTE 1—-gzeyrzji- 5 
4) 2 
A z — —3 kerületi pont képe a wg — cS, a kör másik kerületi pontjának, 


a zi; — 5 pontnak a képe a wjy — 0 pont, amely a határoió egyeneésén 
helyezkedik el. A kör égy belső pontjának, a za — 0 pontnak a képe a 
wa — 3 — 31 pont, amely a képként kapott félsík pontja. 


ú. Határozza meg azt a lineáris törtfüggvényt, amely az 
Irniízy z 2 
félsíkot a Íw — 3íi] 5 3 körre képezi le! 


A. feladatot meégoldhatnánk az előző két feladat mintájára is. Egy má- 
sik léhétséges megoldás, hogy a határoló egyenesen választunk három pon- 
tot, s megadjuk ezeknek a képét a körvonalon. A pontok kiválasztásánál 
figyelnünk kell arra, hogy az eredeti tartomány — a pontok serrendjében 
haladva — ugyanarra az oldalra (például balra) essen, mint a képtartormány. 


A pontpárok: 





1.252 wir 5ü 
2zss212i wz 3t 3 
3.23 — 99 Wa — úi 
A leképezést a 
s azt b 
—gtr 


alakban keresve az ismeretlen állandókra három egyentetet kapunk. 
A 3. szerint a oz képe 6i, azaz: a — ői, mivel végtelenben w — a. 
Mivel a zi — 2i képe a wiy 5 Ű, 

6i-2id4 b 

Et 


Ü — 
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innen b — 12, c meghatározása a 2. feltételből történik: 
01-24 292 
24 2itc 


3-6 3i , ahonnan c — Ü. 





A leképezés tehát: w — oizg ]2 
Z 
Ez a módszer bármely lineáris törtfüggvény meghatározásánál hasz- 
nálható, de ném mindig a legegyszerűbb. A következő feladat egy egysze- 
rűbb módszert mutat be. 


7. Melyek azok a lineáris törtfüggvények, amelyek azj - z2 pontak- 
hoza wy z wa: pontokat rendelik? 





tb 
A törtfüggvényt a w — ká alakban keressük. 
c 


2 td 
azitb . . azatb 
cgtd  "  cntd 
Képezzük a w — wi, illetve w — wa különbségeket: 


aztb az tb — (ad— bej(z—z 


Tudjuk, hogy wi — 


H — $] mm mm  ——— 
cztd cazTtd (cztrddczi td) 
Hasonlóan: 
vm a (ad — bojíz — za) 


tt (ezt dc td) 








Tv — 

A kettő hányadosa; 1 k.: ÉL ahol k — 52 BA kd azaz egy 
W — Wa 2-7 czj td 

koörnplex állandó. 


Ennék meghatározása a wz — f(íza) feltételből lehetséges az adott 
feladatnál. Ezt a feltételt helyettesítve: 

W37WI o p.83721 

W3 7 Wa 237 él 
k értékét kiküszöbölve: 

Wo Ma RW 278 237 Z2 

WHO — Ha W3 — MW] 27 £z fa 7ZI 
Megjegyzés: 


Legyenek zi. Z2. z3, z4 E € tetszőleges, de egymástól különböző 
komplex számok. 


Ezek kettösviszonyát a 


54 


—n Z£37£1.d47ZI 
zi 7dgig da 
hányadossal definiáljuk. A kettősviszony tehát általában kompléx szám. 


(zazozaza) 


Az előző feladat alapján mondhatjuk, hogy a lineáris törtfüggvény (és 
természetesen a lineáris függvény 15) a kettósviszony értékét változatlanul 
hagyja. 

Érvényes a következő állítás is: A kettősviszony értéke akkor és csak 
akkor valós, ha a négy pont egy körön helyezkedik el. (Természetésén Itt 
is az egyenest R — s6 sugarú körnek tekinthetjük.) 

Alábbiakban csak vázoljuk a bizonyítás menetét. 

Helyezkedjen el a 4 pont egy körön! 


24 Za 
[27 


£3 Za 


ú a S 
3.!18a ábra 3.10b ábra 


A 3.10a ábrából láthatóan aj — aa (azonos Íven nyugvó kerületi 
szögek), illetve —eta — T — aj, azaz aa — ap — mx, ha a pontok sorrendje 
a 3.1Üb ábra szerint. 

A (zizzza) szög a Ízi — zs) és a (z2 — za] vektorok szöge, azaz 

£17£ Zz§ 7 z 
79 —- Za 23 —Z7 


Hasonlóan a (zi24z2) szögre: 

44 ő1 

24 722 

Ebből következően a két szög azonos ülletve eltérése csak kir lehét), téhát 


a kettősviszony arkusza x többszöröse, azaz a kettősviszony valós szám. 
(Belátható, hogy az állítás fordítva is igaz.) 


g. s arc 
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8. Határozza meg azt a lincáris törtfüggvényt, amely a Iz — 37] s 3 
sikrészt a Reíz) sz Imíz) félsíkra képezi le! 


A §. feladathoz hasonlóan 3 pontot veszünk fel a körvonalon, s ezek 
képeit — megfelelő sorrendben — az egyenesen. 


Az összetartozó pontpárok: 
f(—3 4 39 5 0, f(0) — co, fő tá) —1—t. 
Az értékeket az előző feladatban kapott összefüggésbe helyettesítve: 


w-0 -—-1—-i—we  743—3i 3-4H-—-Ü 

w—e —-1-—-:ij—0 — 7-0 (34.39) -—(—3 439) 
Egyszerűsítve: 

w Zt3—3 3843 

-1-i zo 6 
ÁZAZ: 

zt3—3i 
W 4 
iz 


Ellenőrzésképpen a kör egy belső pontjának, a z - ! pontnak a képe a 
w — —3 4 27 pont, amely valóban a Reízi s Imíz) félsikba csik. 


Megjegyzés: Az előző feladatbeli összefüggés alkairnazásánál célszerű volt 
a w: — c választás, ekkor ugyanis az egyenletből egyszerűbb w kifejezése. 


9. Határozza meg azt a lineáris törtfüggvényt, amely a 
zs eP, p EI0 ri 
félkört a valós téngely [—1, 1] intervallumára képezi le! 


A feladat megoldásához felhasználjuk azt a tényt, hogy ha fíz) lincáris 
törtfüggvény, akkor amennyiben a z pont a zZp, 23 végpontú köríven mozog, 
képe a wy, wa: végpontú Íven halad. (Az ív természetesen egyenes szakasz 
15 lehet.) 


Az előző feladathoz hasonlóan 3 pontot választunk: 
f(-1h- -I, fő 7-0 (1 -I. 
A 7. feladat alapján: 
w- (b 1—ú  —.72-(-I1]) 1—i 
w-0 1-(—h) — z2-i 1-(-1) 
Kendezve:; 
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ZT zt 
1—-iz  zti 
Ellenőrizhetjük, hogy a kiszemelt pontok képei az előírt képpentok. 





91 — 





10. Határozza meg, hogy a HW — : hnéáris törtfüggyvény milyen 


alakzatba viszi át a z sík origón áthaladó egyenéseit, illetve origó közép- 
pontú köreit! 


Az inverz leképezés: z — - 





1 Ebből láthatóan a ws4 — l pont 


i , z z 
képe a zj — 66, És a w. — - pont képe a za — Ü, tehát a wi és Ha 


pontokon álmenő körök képei a 2 síkon az ongón áthaladó égyénésék. 
Tehát az eredeti függvény az origán áthaladó égyéneéseket a wj és wa 
pontokat tartalmazó körökre képezi le. 


alk 


F 
hal 


Pe 





3.]i ábra. A z sik origún áthaladó egyeneseinek, illetve origó 


középpontú köremek leképezése a w — TA függvénnyel 


A Iz] — r egyenletű, z síkon lévő, origó középpontú körre: 
3w—- 1 I3w — 1] 
a Z-t 


w-Iil 0 [w-I[/ 
egyenlettel jellemezhető alakzatot kapunk, amely olyan w pontokat tartal- 








maz, melyeknek az 7 ponttól való távolsága r-szerese az L ponttól való 
távolságuknak. 
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Ezek a pontok égy úgynevezett AÁpollóniosz-körön helyezkednek el, 
amely kör a két ponton áthaladó köröket merőlegesen metszi (3.11 ábra). 
(Speciálisan r — I esetben a két pont felező merőlegesét kapjuk.) 


Megjegyzés: A két körsereg a wj, Wa pontokban elhelyezkedő azonos 
nagyságú, de ellentétes előjelű ponttöltések erővonalrendszerét, illetve ék- 
vipotenciális vonalait adja. Látható, hogy a w síkon kapott ábra szimmet- 
rikus a w — — és w — ] pontok felező merőlegesére. Ezt az egyenest a 
körök merőlegésén metszik. 


1I, Határozza meg azt a lineáris törtfüggvényt, amely a z — Ü pontot 
a w — Zi pontra képezi le, s a z sík origón átmenő egyeneséinék képe a w 
sik valós tengelyét merőlégésen metsző körök lesznek! 


Az előző feladat megjegyzését használjuk fel a feladat megoldásához. 





3.12 ábra. A z sik origóból induló félegyeneséinek, illetve origó 
—diíz 4 1) 


középpontú köreinek leképezése a w — ] 


függvénnyel 


A w — li és w — —Z2i pontokon áthaladó körök a valós tengelyt 


merőlegesen metszik. A z — — leképezés a z sík origán átmenő 


wir 2i 
egyeneseit a két pontot tartalmazó körökre képezi le. (Látható, hogyz—- Ü 
haw — 2.) 





r 


—Z2iíz 4 [] 
2-1 


Kendezve: w — 
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Az előző feladathoz hasonlóan a [z] — r origó középpontú körök képei 
erre a körseregre merőleges körök (ápolláriosz-körök) (3.12 ábra;. 


Megjényzés: 


A) Ha csak az Imízi z 0 félsikot nézzük, a leképezés a 2! pontban 
elhelyezett ponttöltés és a valós tengelyen lévő fémlapon kialakuló elekt- 
romos erőtér erővonaláinak, illetve ekvipetenciális vonalainak képét adja. 

B) Ha nem merőlégeésén, hanem adott szögben kell a köröknek a valós 
tengelyt metszéni, akkor elég egyetlen ilyen kört vizsgálni (például ameély- 
nek a középpontja a képzetes tengelyen van), hogy hol metszi a képzetes 
tengelyt. A 2i pont és a metszéspont segítségével e feladat módszerével a 
lexépezés előállítható. 


13. Határozza meg, hogy melyek azok a pontok, arnélyek a 10. fela- 
datbeli leképezés során helyben maradnak ! 


A leképezést a w — jön képlet definiálta. 


- 1 
Ha a pont képe önmaga, akkor w — z, azaz z — rt 
Ebbőlzy — 2-4 vV3,22 7 2— 43. 


Tehát a valós tengely két pontja marad helyben a leképezés során. 


Megjegyzés: 
A 7. feladat alapján a függvény 
va. En 
H— Za 27 Z£ 


alakban is felírható, ahol £ értéke — egy zy, z2-től különböző — összeétar- 
tozó pontpár alapján határozható meg. A fenti alakot szokás a leképezés 
normálalakjának nevezni. 


13. Határozza meg azt a lineáris törtfüggvényt, amely a íz] za l. 
zt II z V2, Imíz) z 6 feltételekkel jellemzett síkrészt a 


0 s arcíwi sz 2 


sikrészre képezi le 43.13 ábra)! 


A kétköra z — lés az — -1 pontokban metszi egymást. 
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Az a leképezés, amely az € pontokon átmenő köröket origón átmenő 
egyenesekbe képezi le — az előző feladatokban látottak alapján: 


l 
lakú. 
-7 alakú 


Ez a függvény az egységkürt a képzetes tengelyre képezi le, a másik kör 





h a LM 


képe az arcíw]) 5 a egyenés. 
y 


xX H 
3.13 ábra 


Ha a kapott tartományt (-7) -gyel elforgatjuk, mégkapjuk a megté- 
lelő leképezést, amely tehát az 
-it zt] 
fiz) - e 


függvénnyel jellemezhető. 


14. Igazolja, hogy a 
zZ- a 
I — gaz 
függvény, ahol k és a komplex állandók, melyekre Ikl — 1, és jal c I. az 
egységkört önmagára képezi le! 


w sk. 





(Tehát az egységkörvonal képe önmaga, az egységkör belsejét annak 
belsejére képezi le a függvény.) 
z—-—a 
il — az 

a - Ü esetén a függvény egy lineáris függvény, mely a Ik] — 1 miatt 
csak arcik)-val elforgatja az egységküzt. 





Vizsgáljuk meg a k - törtet! 


Ha a z Ü, akkor a leképezés lineáris törtfüggvény. E leképezésnél az 
origó képe a w — —ka pont, amely lab c 1 miatt az egységkör belsejében 
vart. 
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Az — mm képe a w — -§ pont, amely az egységkörön kívül helyez- 
kedik el. Be kell látnunk, hogy a körvonal képe önmaga. 
z— al 
h-ze[ 

Vizsgáliuuk meg, hogy a tört számlálójának és nevezőjének abszolút 
értéke mikor lesz egyenlő, azaz különbségük mikar lesz nulla. 

2— af — ii — az[/ - (íz — a)(z— 7) — (1 — az) (! — az) - 

— zz 4 ag — 1 — az - zz — Iz € lett — 1 — laz 
(2 — 1) (1 — lab) 


Mivel [zj c L esetén a szorzat negatív, azaz [w] c I, így a kör bélsejét 
annak belsejére képezi le a függvény. 


Mivel Ik] — I, így iw] — 








Megjegyzés: 
[gazolható, hogy csak a fenti függvények, illetve azok konjugáltjai a 
- 7-g 
zok. 
é l — az 


függvények képezik le az egységkört önmagára. 
ds t... Ftaaz t úg 


AZ fézy sz AES 
LÁDZ Ta ma Eb b 


törtfüggvénynek nevezzük. (Ha m — 0. racionális egészfüggvényről 
beszélünk.) E törtfüggvények közül az előzőeken kívül a 


z 
z:-t1l ] I 
— — -k M 
AZ) 37 7 (z T) 


függvény leképezésével foglalkozunk. 


alakú függvényt racionális 





15. Vizsgálja meg, hogy a 


1 l 
z — -k — 
a(z) z (z : ) 
függvény milyen alakzatra képezi le a Ízl — F 2 1 origó középpontú 
köröket! 


Akörazzref p€)]—m,a]) egyenlettel jellemezhető. Ez esetben 
1 19. 1 / or, 7) - 
3 zt) ze te Ni 


ól 


I ] l IN. 
z 7 Írt 7) cas gk Fi [7 7) SIm 9. 
A leképezés során tehát: 
I l l IN. 
uz (rt) va 5 (r— 7) sin 


1 v? 


Lé.) ft 1 ( 98 

4 Í 7) 4 " r 
Azaz a kép ellipszis, mélynék fókusztávolsága egységnyi, mivél 

aa —b 7 I. 
Ha r "z 1, akkor az ellipszis rásimul a valós tengely [— 1, 1] intervallúmára. 
Az egységkör képe ézt az intervallumot kétszer futja be. Ahhoz, hogy a 
Izl Z 1 síkrészt a függvény kölcsönösen egyértélműén képezze le a teljes 
síkra, a síkot ennél az intervallumnál bémetszik, s a felső félkör képe 
a metszésvonai felső fele, az alsó félköré a metszésvonal alsó felé. (A 
leképezés inverze ezt a bemetszett sikot képezi le a teljes síkra.) 


16. Határozza meg, hogy milyen alakzatba viszi át a 
] I 
gíz) - 7 z mt 7) 


függvény az arcíz) — p — állandó, Iz] 7 í félegyeneéseket! Az egyenesek 
az— ref r 5 1, pg állandó egyenlettel jellemezhetőek. 








3.14 ábra. A z sik origóból induló félégyeneseinek, illetve origó 
l 
középpontú köreinek leképezése aw — 05 (z Li 7) függvénnyel 
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Az előző feladat alapján a leképezés során: 
uz z (ra 7 ) cosy va 5(r— 2) sine 
2 r 2 r 
Az égyenlétréndszerből most r értékét kell kiküszöbölni. 


A téngelyekén cos, illetve sine értéke Ű, ezek képe önmaga. Ha 
cos és sine egyike sem zérus, akkor: 
u? vé 


z I 








cos e sine 
A kép tehát hiperbola, melynek főkusza az előző ellipszísek fókuszával 
azonos, tehát az így keletkező ellipszisék és hiperbolák merőlegesek egy- 
másra (3.I4 ábra). 


Megjegyzés: 


A gíz) — 5 Íz ht 7) függvényt szokás Zsukovszkij-féle függvénynek 


is nevezni. Jelentősége a repülőgép szárnyprofilját előállító leképszésben 
van. 


3.5 A Bolyai-geometria Poincaré-féle modellje 


Mint az Olvasó előtt Mzonyára ismert, Bolyai az euklideszi 
geometriában szereplő egyik alapigazságot (axiómát, posztulátu- 
mot) figyelmen kívül hagyva épített fel egy új geometriát. Az öt 
eukhdeszi posztulátum; 


s Minden pontból minden ponthoz húzható egyenes. 
Minden egyenesdarab folyamatosan meghosszabbíthatá. 
Minden pont körül tetszőleges sugárral kör rajzolható. 
A derékszögek mind egyenlők egymással. 


§Y tt 


Ha két egyenest egy harmadik metsz, akkor e két egyenes a 
metsző egyenesnek azon az oldalán metszi egymást, amelyiken 
a belső szögek összege kisebb két derékszögnél. 


Az utolsó azt jelenti, hogy a síkban egy adott ponton át csak 
egyetlen egy olyan egyenes húzható, mely égy az adott pontra nem 
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illeszkedő egyenest nem metsz, azaz csak egyetlen, az adott pontra 
illeszkedő, azzal párhuzarnos egyenes létezik. 

Ez a posztulátum , kilóg" a töbln közül, nemn tűnik alapigazság- 
nak, nem teljesen magától értetődő. 


A. matematikusok hosszú időn át sikertelenül próbálták a töb- 
bire visszavezetni, azok segítségével igazolmi vagy cáfolni. Bolyai 
eltekimtett ettől a posztuláturntól, s a többi felhasználásával felépí- 
tett egy új geometriát, , semmiből égy új világot" teremtett. 


Az általa alkotott (hiperbolikus) geometriában a síkban egy 
adott ponton át legalább két olyan égyénes halad, amely égy adott 
pontra nem illeszkedő egyenest nem metsz. 


Bolyai a párhuzamosságot a következőképpen definiálja: Ha az 
AP félegyenes nem metszi az €8B félegyenest, de az AP szög 
belsejében lévő bármely más egyenes metszi azt, akkor az AP fé- 
legyenes párhuzamos az 08 félegyenessel (3.15 ábra). 


A P 


3.15 ábra 


Bolyai János 1827-ben dolgozta ki, és 1853-ban publikálta el- 
méletét. Edesapja Tentamen című maternatika könyvének függelé- 
keként jelent meg ez az új geometriát nagyon tömören ismertető 
Appendix. 

Ennek a geometriának - mely az euklideszi geometrián nevel- 
kedett embér számára meglehetősén szokatlan -— égy modelljét al- 
kotta meg Poincaré, 

Nem célunk a Bolyai-geometria tárgyalása, csak a madell és a 
lineáris törtfüggvények leképezése közötti kapcsolatot mutatjuk be. 
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Ebben a modellben a teljes nemeuklideszi síknak a komplex 
számsik egységkörének belseje felel meg. (Az egységkör határa a 
végtelen távoli pontokat tartalmazza, szokás horizontnak i5 nevez- 
ni.) A modellben az ,egyenesek" alatt az egységkört merőlegesen 
metsző köröknek a Iz] a 1 tartományba eső részeit értjük. A re- 
ciprokfüggvény tárgyalásakor láttuk, hogy egy kör akkor és csak 
akkor metszi merőlegesen az egységkört, ha azt a w — ! függ- 
vény önmagára képezi le. Ha tehát a kör tartalmazza a z, a z és az 


- pontokat, akkor a képe önmaga, így az egységkört merőlegesen 


metszi. Az euklideszi axiómák egyike, hogy bármely két ponton 
áthalad egy egyenes. Ez a modellben is igaz. 


Legyen a körbelső két tetszőleges pontja: zi, za (zi - za). 


l 
A Z1L. f2, z7 pontok meghatároznak egy kört (amely az ! pon- 
1 £2 
tot 15 tartalmazza.) 


Ez a kör az egységkört merőlegesen metszi, azaz ennek a kör- 
belsőbe eső íve a Zi, 22 pontokon átmenő , egyenes". 


Ha a zi, zz pontok valamelyike a horizont egy pontja (jelöljük 

2-vel, legyen például za — 2), akkor a zi, Z, z pontok adják a kör 
j 
három pontját. 

Ha zi, 22 mindketten horizontpontok, akkor is van rajtuk át- 
menő, az egységkört merőlegesen metsző kör, azaz rajtuk átmenő 
, egyenes", 

Tekintsünk egy e ,egyenest", s egy rajta kívül lévő z pontot 
(Izi c 11. Az e ,egyenes" két horizontpontját jelölje Z és Z". 

A z, £ pontokon, illetve a z, 2" pontokon áthaladó , egyene- 
seket" az e-vel párhuzamos égyeneseknek nevezzük. Ebben a ge0- 
metriában tehát a sikban egy adott ponton át egy adott pontra nem 


illeszkedő egyenessel két párhuzamos egyenes fektethető. E két 
egyenes metszéspontja a z pont (3.16 ábra). 


A két egyenes 2-nél két pár csúcsszöget alkot. Az egyik szög- 
tartományban a z-n áthaladó összes egyenes metszi e-t, a másikban 
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lévők közül egyik sem metszi, s nem 18 párhuzamosak e-vel. Vagyis 
ébben a geometriában végtelen sok olyan z2-n áthaladó , egyenes" 
van, amely nem metszi az e€ egyenest. (Ezeket eltérő, ultrapárhuza- 
mos egyeneseknek nevezzük. Ilyenek az euklideszi geometriában 
mincsenek.) 


Az euklideszi geometriában egybevágónak nevezünk két alak- 
zatot, ha azok egybevágósági transzformációval kölcsönösén fedés- 
be hozhatók. 


3.16 ábra 


Ahhoz, hogy az egybevágóság fogalmát értelmezhessük, meg 
kell mondanunk, hogy € modellben mit nevezünk a sik égybevágó- 
sági transzformációjának. Nyilvánvalóan olyan transzforrnációt kell 
keresnünk, amely a , síkot" (a körlapot) önmagára képezi le. 


Ezek a transzformációk az előző rész utolsó feladata szerint a 


— illetve a wi zk. ei kj c 1, [aj c 1 


— az 1—a 
függvényekkel jellemzett leképezések. 
Mivel a lineáris törtfüggvények általi leképezés szögtartó, így 
az egységkörre merólegés köröket 15 ugyanilyen körökbe viszi át, 
vagyis az , egyenesek" képei , egyenesek" . 





w:- ke 
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Igazolható, hogy e transzformációkkal bármely , egyenes" át- 
vihető egy tetszőleges másik , egyenes -be. Két alakzatot égybe- 
vágónak nevezünk, ha ezekkel a transzformációkkal leképezhetők 
egymásra. (A leképezéskor a w függvény a körüljárási irányt meg- 
tartja, wy megfordítja ) Csak érdekességként jegyezzük meg, hogy a 
Bolyai-geometriában bármely két háromszög egybevágó, ha szögei 
egyenlők. 

A szögek mérését és egybevágóságát az teszi lehetővé, hogy 
a lineáris törtfüggvények általi leképezés (eukhdeszi értelemben 
15) szögtartó. Ily módon a szögek egybevágóságát és mértékét az 
euklideszi geometriában megszokott módon értelmezhetjük. 

Itt is megfigyelhetünk igen sok szokatlan dolgot. Vegyünk fel 


három horizontpontot, s vizsgáljuk az e pontokkal meghatározott 
háromszöget. 


Mivel az oldalaknak a horizontpontjai azonosak, az oldalak 
párhuzamosak, így e háromszög belső szögeinek összege 07. 


(Megjegyezzük, hogy a hiperbolikus geometriában felvett tet- 
szőleges háromszög esetén a belső szögek összege mindig 180"-nál 
kevesebb lesz.) 


A távolság értelmezéséhez az előzőekben látott keltősviszonyt 
vizsgáljuk. 


zt 


3.17 ábra 
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Legyen az € , egyenes" két pontja zi és za, két horizontpontja 
Z ész". 
Ekkor a (ZzZ"ziza) kettősviszony (3.17 ábra): 
ZT zZ Fly lee Z 
VÁ z : 
(íz z122) 2-7 2-7 
Mivel a négy pont egy , egyenésen" van, így a kettősviszony 


értéke valós szám lesz, s sorrendjük megválasztása miatt értéke 
legalább 1. (Csak zi — zz esetén egyenlő 1-gyel.) 








Ezen kettősviszony értékét a lineáris törtfüggvény általi leképe- 
zés nem változtatja meg, így ez a zi, zza pontpárra jellemző állandó. 


A Zi, za pontok távolságát e kettősviszony logaritmusával jel- 
lemezhetjük. (A logaritmus alapszáma tetszőleges 1-nél nagyobb 
rögzített szám lehet.) Az így definiált $(zi, 22) távolság a távolsá- 
gaxiómáknak eleget tesz. 


Tetszőleges Z1, z2 esetén: 
s D(zi,z2) zZ 0 (és d(zi, za) — 0 csak zi — z2 esetben; 
s (zi, 22) — D(z2, 21); továbbá, 
e hazi, za, za egy , egyenes" három pontja (za a körbelső pontja), 


akkor $(zi, za) — dízi, zz) t díza, za). tehát az additív tulaj- 
donság 15 érvényes. 


Vizsgáljuk meg a 


al 
2 

l 
Id sz 


függvény által létesített leképezést. Ez a leképezés az egységkört 
önmagába viszi át. 





WE 


A z - képe a wi — 5. az — 1 pont képe önmaga, tehát a 
leképezés a valás téngelyt helyben hagyja. 


I 4 
A Zs — 5 pont képe a Ww; — Z pont. 
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Az előzőek értelmében tehát a zi, 23 pontot összekötő szakasz 
képe a wi, wa pontokat összekötő szakasz, így ezek hossza (nem- 
euklideszi értelemben) egyenlő. 

Ezt az eljárást folytatva a valós tengelyen égy , skálát" készít- 
hetünk, a tengelyt egyenlő hosszúságú részekre bonthatjuk. 


4 13 
(A Z3 5 s pont képcaw3 — 77 ra) 


14" 
A zi, 22 pontok és azok horizontpontjai (mivel zi, za a valós 
tengelyen van, így Z — —I, 27 — 1) esetén a kettősviszony: 


3 
k — (zuzoZ ) — 2 


Ha a távolságot e feladat esetében az 
In £ 
tiz, — —— 
(zi. z2) MT 
képlettel értelmezzük, akkor a zi, z; pontok távolsága egységnyi, 
így a valós tengely egységekre való beosztását készítettük el. 


A leképezés során a képzetes tengely képe egy , egyenes" lesz, 
amely , egyenesre" tükrözve az origót a wz pontot kapjuk. (Ez az 
, égyenes" a 21 és wa pontok felező merőlegese.) 


Vizsgáljuk meg kicsit részletesebben, hogy mit jelent c modell- 
ben a tengelyes tükrözés! 


Á Ww 1 függvény általi leképezés tulajdonságainak vizsgá- 
Z 


l 
latakor említettük, hogy a z és az 7 pontok egymásnak a körre 
2 
4 er un ar a F 
vonatkozó , tükörképei" ír sugarú kör esetén a z és az — pontok 
ilyén tulajdonságúak.) 


Mivel itt az , egyenes" egy körív, a tengelyes tükrözés erre a 
körre való tükrözést jelent. (Ezzel a transzformációval a reciprak- 
függvény leképezésének tárgyalása során foglalkoztunk.) A többi 
transzformáció lényegében visszavezethető a tengelyes tükrözésre. 


a A pontra való tükrözés két — az adott ponton áthaladó — egymás- 
ra merőleges egyenesre való tükrözéssel helyettesíthető. 
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s Ha az előző egyenesek nem imerőlegesek, pont körüli forgatást 
kapunk. 


s Két párhuzamos egyenesre való tükrözés egymásutánja pedig 
egy eltolást eredményez. 


3.6 Az exponenciális és a logaritmusfüggvény 


Az exponenciális függvényt a 

wz et — erty — e. ey — et (cosy -bisiny) 
egyenlőséggel értelmezzük. (Lásd későbbiekben még a Taylor- 
sorokat.) 

Ez az értelmezés egyrészt z valós értékeire az e" függvényt 
adja, másrészt az 1. fejezetben tárgyalt exponenciális alakot 18 tar- 
talmazza. 

Az exponenciális alaknál látottak alapján a definícióból követ- 
kezik, hogy a hatványozás azonosságai komplex kitevő esetén Is 
változatlanul érvényesek. Ugyanis például; 

ell . ez eti tí , ert — eft . eDl . 672 , ely sz 

— ejitsz . elyi) — elit 


A definíciókból következik, hogy az Így értelmezett exponenciális 
függvény periodikus, hiszen 


fíz)— fiz tr) 

A függvény valós része: e(íx, y) — et cosy 

képzetes része: víx, y) — essiny 
Mivel nincs olyan y érték, melyre cos y és sin y egyszerre lenne 0- 
val egyenlő, így az exponenciális függvénynek a komplex számok 
körében sincs zérushelye. Érdekesség, hogy — a valóstál eltérően - 
a függvénynek c0-beén mincs határértéke. Ugyanis a z — 65 — mint 
abban megállapodtunk — a lim Iz] — se relációt jelenti, ez viszont 
igen sokféleképpen realizálódhat. Féldául vy — Ü esetén ha x pozitív 
végtelenhez tart, a függvényértékek ís végtelenhez tartanak, ha x 
negatív végtelenhez tart, a függyvényértékek nullához közélédnek. 


7ú 


Mivel ezek az értékek különbözőek, így az exponenciális függ- 
vénynek valóban nincs végtelenben határértéke. (Látható ez abból 
is, hogy rögzített x mellett y értékét növelve nincs a függvénynek 
határértéke.) 

Az exponenciális függvény a z sík —m a y £ ir sávját képezi 
le a teljes w síkra. Az előzőek alapján a képpontok között a Ű és a 
to nem szerepel. 

(A kölcsönösen egyértelmű leképezés biztosításához most egy 
végtelen sok levélből összetett, 0-nál és os-nél kilyukasztott Rie- 
mann-felület szükséges.) 


Gyakorló feladatok 


1. Az exponenciális függvény definíciója alapján határozza meg, mely 
komplex számokra teljesülnek az 


ale - —JI0 
bh) ef — 20; egyenlőségek! 


a) A definició alapján 
e z efcosy biesiíny z —204i-0 
A valós és a képzetes részeket összehasonlítva az 
e cosy z— —20 
€ sinyz 0 
egyenleteknek kell teljesülniük. 
A második egyenletből, mivel 27 z 0.siny — 0azazy— kr ked. 
Ezt az első egyenletbe helyettesítve: 
e" . cosám — —20 
Az egyenlőség csak akkor teljesülhet, ha 


k- 3n-t I, a € Z, ekkor ugyanis cos kir — — 1; azaz: 
z  In20 4 (nd liri, nez 
esetén lesz ef sz —20. 


hb Az előzőhöz hasonlóan: 
e" cosy b desiny — 0-4 20, azaz 


7l 


e cosy — 0, e siny — 30. 


Az első egyenletből y — 2 tAz,k E Z következik, amit a másodikba 
helyettesítve látszik, hogy £k — 24 n E Z esetén léhet megoldás, azaz: 


z-m204i(3 tn), ne. 


2. Határozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponenciális függ- 
vény a z sík tengelyekkel párhuzamos egyeneseit! 


Mivel az exponenciális függvény az sik —m c y s sz sávját képezi le 
a teljes w síkra, így a képzetes tengellyel párhuzamos egyenesekből elég 
ezeket a szakaszokat vizsgálnunk. Ezek az — xg tti, ft E] — ar, re] 
egyenlettel jellemezhetőek. 


Ebbén az esetben 4 — efÜ cost, v — efősinr. Ha a két egyenletet 
négyzetre emeljük és összeadjuk, akkor az 


egyenletet kapjuk, mely a w sik origó középpontú körének az egyenlete. 
Ezék a körök adják tehát a képzetes tengellyel párhuzamos egyenes szaka- 
szok képét. (Ha f-re nem teszünk kikötést, akkor a pont többször ís befutja 
ezt a kört.) 





3.18 ábra. A z sík tengelyekkel párhuzamos 
égyeneseinek leképezése az exponenciális függvénnyel 
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A valós tengellyel párhuzamos egyenesek közül elegendő a j — sr, re] 
sávba eső egyenesek képeit vizsgálni, hiszen a függvény periodikus. 


Ezek az égyénesek a 

zzttiyn tERvyE]—z az] 
egyenlettel jellemezhetőek. 

Ebben az esetben u s €cOs yo, v. — € sin vo. 

Ha Ya — úi a képzetes tengely pozitív felét; ha yo — 5 a képzetes 
tengely negatív felét kapjuk. 

Ha cos ya 7 Ü, a két egyenletet elosztva kiküszöbölhető fr értéke: 


vi 
rim 890 
amely egy — az origót nem tartalmazó — félegyenes egyenlete (3.18 ábra). 


3. Határozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponenciális függ- 
vény a z sík egységnégyzetét! 


Az előző feladatban láttuk, hogy a tengelyekkel párhuzamos egyene- 
sek képei origó középpontú körök, illetve origó felé tartó félegyenesek. 


A pozitív valós tengely [0, 1] szakaszának képe a w síkon a pozitív 
valós téngely [1, e) szakasza. A z szít Fr E [0.1] képe az előző feladat 
szerint av — w-tgl egyenes egy szakasza. A képzetes tengely [0, 1] 
szakaszának képe az égységkör íve, hasonlóan az — 1] tti, t E Í0, 1] 
szakasz képe egy e sugarú kör íve (3.19 ábra). 


Y 


3.19 ábra 


13 


Az egységnégyzet képe tehát egy körgyűrűdarab. Ha a feladatban 
égységnégyzet helyett a Reízi € [-], IL], Imíz) € ] — sz, sz] tartományt 
képezzük le, a kép égy teljes körgyűrű. 


4. Határozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponenciális függ- 
vény az Imízi — Reíz) egyenest! 


Az egyenes az — ft ft, ij E RK egyenlettel jellemezhető; képe: 
€" — el(cost b isint), azaz 
u ze cost és ve e sint, vagy 

polárkoordinátás alakban r — é€/, a képe tehát egy logaritmikus spirál. 


A logaritmusfüggvény! az exponenciális függvény inverzeként 
értelmezzük. Az eddigiekhez hasonlóan az értelmezésnél ítt is 
egyértékű függvényt kívánunk elérni, ezért most 15 ragaszkodunk 
a p €] — sz, xi megszorításhoz. Láttuk ugyanis az exponenciális 
függvény értelmezésénél, hogy a függvény a —m cz Imíz) E m 
sávot képezi le az origót és a végtelent nemi tartalmazó w sikra, te- 
hát ha a fenti megszorítást tesszük, a logaritmusfüggvény egyértékű 
lesz. 


A logaritmus definíciója: 

A z zo ref komplex szám logaritmusa az Inz — lnr-t iv 
komplex szám, ahol w € ] — sz, 3]. 

Ha z pozitív valós szám, akkor e — 0, ez esetben tehát a valós 
függvények körében megismert logaritmusfüggyényt kapjuk. 

Az így értelmezett logaritmus valóban az exponenciális függ- 
vény inverze, ugyanis; elsz — elartív — elnr . elv — rel — 7 
(Megjegyezzük, hogy a gyökvonásnál említetthez hasonlóan itt is 
szokás többértékű — végtelen sok értékű — függvényről beszélni. 


Ityenkor az e7 — z egyenlet összes lehetséges megoldása ad- 
ja Inz értékét, az általunk értelmezett értéket ilyenkor főértéknek 
nevezik. Ezzel az értelmezési móddal könyvünkbén nem foglalko- 
zunk.) 


Mivel az exponenciális függvény a Ü és a o0 értéket nem veszi 
fel, így a logaritmusfüggvény e két helyen nincs értelmezve. 
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Belátható, hogy a logaritmus megszokott azonosságai az Így 
értelmezett logaritmusfüggvénynél érvényesek maradnak. 


5. A legaritmusfüggvény segítségével keresse meg az e részben sze- 
replő 1. feladat megoldását! 
a) Az ez — —70 — 20é7 egyenlet egyik gyöke: 
z — In(— 284 — In 20 4 ír 
Mivel az exponenciális függvény periodikus, ezétt az egyenlet meg- 
oklásai a 
z - Mm20 -k i(s 4 2fir) (ahol X tetszőleges egészi komplex számok. 
TT 
b) Az e7 — 20r z 2002 egyenlet egyik gyöke: 
IT 
z In20 4 i— 
zs ln i 2 


Az előzőhöz hasonlóan az összes megoldás: 


cm m204i(5 4 2kr), kEZ. 


6. Határozza meg, hogy a w — Inz függvény mely sikrészre képezi le 
a Reíz) z 0 félsíkot! 


v 





3.2ú0 ábra 


15 


A félsikban 

:- ref reRt pe [-z — 314] , 
Mivel w — Inz — Inyt úg, tehát u — Inr, v — e, ahol 6-re az előbbi 
megszorítások érvényesek (3.20 ábra). 


A leképezésből látszik, hogy a negatív valós tengely mentén az Inz 
függvény nem folytonos. Ugyanis a negatív valós tengelyhez közeli pon- 
tokban, ha Imízi : B, akkor e r-hez, ha Imíz) c 0 akkor e —r-hez közeli 
érték. 

(Ha 6-re a (ú, 2-r[ kikötést tennénk, akkor a függvény a pozitív valós 
számokon nem volna folytonos.) 


4. Határozza meg, milyen alakzatba viszi át a w — Inz függvény az 
anigó középpontú köröket, illetve az origóból tnduló, de azt nem tartalma- 
zó, félegyeneseket! 


A körökre Iz] — ros 6 állandó, azaz Inz — lnr- iv. ahol e E 
1—3r, 33. Ezén körök képei tehát a képzetes tengellyel párhuzamos egyenes 
szakaszok. 


A félegyeneseken z — rev rsü, 6 állandó, 


itt Inz — Inrt ig, képük a valós tengellyel párhuzamos egyenesek, melyek 
az [mízd E] — x, zr] sávban helyezkednek el. 


3. Határozza meg, milyen alakzatba viszi át az 


Had -nTe 


függvény a Izl c L., Imíz) 5 0 félkört! 





1 —z 


Vizsgáljuk meg először a w Iz lincáris törtfüggvény által léte- 





sített leképezést. A z — —] pont képe a w — co, az — 1] képe az origó, Így 
a határ mindkét részének képe az arigóból induló félegyenes lesz. (Mivel 
a tartornány nyilt, így a kép az origát nem tartalmazza.) Az origó képe a 
w s ]l pont, így az €]— 1, 11 intervalium képe a w sík pozitív valós 
tengelye, az s í képe önmaga, Így a félkör képe a pozitív képzetes tengely. 


Az fiz) — Inw a két félegyenest az Imfíz) E Jo, 2 sávra képezi 


le. A határokat a képhalmaz sem tartalmazza. 
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9. Adjon meg egy olyan függvényt, amely az 
Imíz) EJÜ, íl 

sávot a 
iw] 2 4, Reérw 0 

félkörre képezt le! 


A feladatot a 7. feladat alapján oldjuk még. 


2 
sávot — a 7, feladat szerint — az exp (ő : 2) függvény az első siknegyedbe 
VISZI át. 

AWE TI 


a függvénynek az inverze önmaga, 5 ez az inverz képézi lé a síknégyedet 
a félkörre. Tehát a 


A 
x 
] e? 


14 e? 
az adott tartományt a w c 1, Imíw) - ú félkörbe viszi át. 


IT eNNN a E ES 
A — . z transzformáció a JÜ, I[ sávot a ]o. 2 - sávba viszi át. Ezt a 





; függvény vitte át a félkört az első síknegyedbe. Ennek 





WE 


Ezt a félkört pozitív irányba mel elforgatva és négyszeresre nagyítva 
kapjuk az előírt képet. 

A függvény tehát: 

ze 
1— ef 

ze 
14 ef 


Mégjégyzés: Ha a félkört negatív irányba forgatjuk el, és vesszük a kife- 
jezés négyzetét, az eredeti sáv egy teljes körbe megy át. 





fíz) 4e 5 . 


3.7 Az általános hatványfüggvény 


3.3-ban csak igen speciális hatványfüggvényekkel foglalkoz- 
tunk. Az exponenciális és a logaritmusfüggvény definiálása módot 
ad a 


ry 


w — z" (a E € komplex állandó) általános hatványfüggvény 
definiálására. 

Mivel z — el, így kézenfekvő a 

wz zis (enzy — etni 
definició. 

E függvény esetén ís ragaszkodunk az egyértékűséghez, amit 
ln z definiálásakor tett megszorításokkal érünk el. 


(Mivel Inz z — Ü esetén nem értelmezett, a definíció erre az 
esetre nem vonatkozik; 07 értékét 0-nak vesszük, ha Kela) 5 0, 
Rela) s 0 esétén nem értelmezzük .) 


Gyakorló feladatok 
k. Határozza meg St értékét! 


A definició alapján: 


gitdi (3--dít Im 5 - e in 5 , e in 5 — 125. e In 5 sz 125. ei 4 


zeé 
Algebrai alakban: 

st sz 1235 4 192 
Megjegyzés: 

A feladat egyszerűbbé válik, ha első lépésként az 


átalakítást végezzük el. 


2, Határozza meg ? értékét! 
A definíció alapján: í — elni 
Mivel 

TT nm ? MPE d dt 
i—- e2, Így lni — i-, AZAZ fize? -e 2, 


Meglepő, hogy bár az alap és a kitevő 15 tisztán képzetes szám, a hatvány 
értéke valós szám lész. 


3. Milyen z érték esetén teljesül, hogy " — 40? 


18 


Az előző feladatban láttuk, hogy / — ej5 . Alakítsuk át ennek alapján 
az egyenlet mindkét oldalát: 


er rizknjz di enter (52) kiEZ. 
A két oldalt összehasonlítva: 
In40 4 i (Z -k 2 ) 


z- 77 z 
i CG kő 2 ) 
Tehát az egyenlőség végtelen sok z érték esetén teljesül; k s / — 0 esetén: 
2-9 4le1—2351 
2 


4. Milyen z értékre teljesül, hogy (I 4 — 20 —90í? 


(TT (TT 
Mivelt tr — 2. el 3 2) — eln 2, e (3 tk) és hasonlóan: 


-jíZ 
20 — 201 z 20/2.-e (GR kiez, 
így az egyenlet megoldásai: 


In2047 — (Z 4 2 ) 


nai (Tr 2) 


fsz 


5. Adjon meg egy olyan léképezést, amely az arcíz) E o. 


ún] a 


- tarto- 


mányt az arcíwj E ]o, 7 - tartományra képezi le! 


Aw zo z függvény az eredeti tartományt az arcíw) E Jo. 5] 


tartományra képezi le. Ha ezt 7 gyel elforgatjuk, akkor az előírt képet 
kapjuk. 
Vagyis az 


fíz) — exp G7) . 275 
függvény megfelel a feladat előírásainak. 
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Megjegyzés: 

Ha a z sikbeli szögtartomány csúcsa azg — lot! pontban van, a 
képtartományé pedig a 3 b 27 pontban, akkor a leképezést a 

e(z) sz eldíz—1—gő 43 42i 
függvényt állítja elő. 

Az általános hatványfüggyény egy speciális esetének, a 

w — 2" függvénynek 


a leképezését mutatja a 3.21 ábra. A valós tengellyel párhuzamos égyeé- 
nesek képeit egy a w sík negatív tartományában lévő akadályt kikerülő 
áramlás áramvonalai képének tekinthetjük. 





3.21 ábra. A z sik valós tengelyével párhuzamos 
éegyenesemek leképezése aw — Fddát hatványfüggvénnyel 


Áz exponenciális függvény definiálása után a szokásos módon 
értelmezhetjük a hipérbolás függvényeket. E függvények, a trigo- 
nometrikus függvények és inverzeik értelmezésére a Taylor-sorok 
tárgyalásakor kerül sor. 
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4. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 
DIFFERENCIÁLÁSA 


4.1 Diiferenciálhatóság 


Legyen a za pont az fíz) függvény értelmezési tartornányának 
torlódási pontja. Az f(z) függvényt a za pontban differenciálható- 
nak nevezzük, ha a 


ím fízo t Az) — f(zo) 

Az Az 
határérték létezik és véges. 

Ezt az értéket az f(íz) függvény za helyen vett differenciálhá- 
nyadosának nevezzük, és f(zo)-val jelöljük. 

Azt a függvényt, amely értelmezési tartománya minden pont- 
jában az adott pontbeli difterenciálhányados értékeit veszi fel, de- 
riválinak nevezzük. Mivel a derivált definíciója az egyváltozós 
valós függvények körébén megismert módon történt, így a valós 
függvények körében megismert — az összeg-, különbség-, szorzat-, 
hányados- és a közvetett függvény deriválására vonatkozó — szabá- 
lyok a komplex függvények körében ís érvényesek maradnak. 

A függvény differenciálhatóságát a határérték létezése biztosít- 
ja. Mivel a Az — 0 feltétel többféle módon is bekövetkezhet, ebből 
bizonyos megkötések adódnak az 4 és a v függvények parciális 
deriváltjaira. 

Legyen az fríz) — uíx, y)t víx, vh észg s xg bt fyo. 

Ha Az s o Ax, azaz a valós tengellyel párhuzamos irányban 
mozdulunk el, akkor a differenciálhányados: 


fűzad z ut (xo, yo) tk ivélxo, yo) 
Ha a képzetes tengely irányában történik az elmozdulás, azaz ha 
Az - jáv, akkor 


f(zo) — —id (xo, yo) t vél xos yo) 
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Mivel a határérték nem függhet a határátmenet módjától, így a 
differenciálhatósághoz az u és v függvényekre teljesülni kell az 


u EV, ésu — —v, 
egyénleteknek, melyeket Cauchy-Riemann-egyenleteknek neve- 
zünk. Ezek teljesülése és az x és v függvények totális differenciál- 
hatósága szükséges és elégséges feltétele a differenciálhatóságnak. 
Ezen egyenletek felhasználásával a komplex függvény deriívált- 
ja akkor ís előállítható, ha annak csak a valós, Hletve csak a kép- 
zetes részét ismerjük. A függvény derrváltja: 


f(2) — u(x,y) tivíx, y) 
Ez pedig a Cauchy-Riemann-égyenletek segítségével; 

f(z) — ul, y) — in (x,y) — vé, y) b iviíx, y) 
alakban is felírható. 

Ha z polárkoordinátákban adott, és fíz) — wulr, p) tk tvír, a), 
ekkor a Cauchy—Riemann-egyenletek alakja módosul: 

du ] dv e du av 


t-— —— Ef — s r 
dr rdp üg dr 
ezi őv agyi 
t zh s .h —-ja ]. 

Ez esetben f íz) 7 (s mm) 

Ha z derékszögű koordinátákban adott, s fíz) polárkoordíiná- 
tákban, azaz: 

J(z) — 0(x, yjexpíiütx, y)). 
akkor az egyenletek: 





at 
dx gy gy ax 
Ekkor: 


fj 98 90 id 
fázz (e5 28 e 


A zo pontbeli differenciálhatóságnál erősebb megkötés a függvény 
za pontbeli regularitása. A függvényt a za pontban regulárisnak 
nevezzük, ha van zo-nak olyan környezete, amelyben fíz) differen- 
ciálható. 


ö2 


Ha a függvény a za pontban nem reguláris, akkor za szinguláris 
pant. Ha a zo egy környezetében a zo kivételével a függvény regulá- 
ris, za-t izolált szinguláris pontnak nevezik. (Ezek osztályozásával 
a későbbiekben foglalkozunk.) 


Az előző tejezetben tárgyalt leképezésekre vonatkozik az a té- 
tel, mely szerint, ha f reguláris egy tartományban, és ott f (zi z 0, 
akkor az f függvény által létesített leképezés szögtartó (konformis). 


A következő fejezetben látm fogjuk, hogy a regularitás igen 
erős megkötés. Igaz ugyanis a következő állítás: Ha f egy egysze- 
resen összefüggő tartományban reguláris, akkor ott tetszőlegesen 
sokszor differenciálható, 


Mivel a függvény tetszőlegesen sokszor differenciálható, így 
f" létezése miatt léteznek és folytonosak u és v második parciálisai 


7 bg ; EGK ; 
is. ÁZ 6 5 V. illetve 4 7 —V,. 


Ezen egyenletekből v-t úgy küszöbölhetjük ki, hogy az első 
egyenletet x szerint, a másodikat y szerint deriváljuk. Mivel a ve- 
gyes másodrendű parciális deriváltak folytonossága esetén a deri- 
válás sorrendje felcserélhető, így: 

la 7 9 7 lja 

2 E! MH 
Hasonlóan vé, tv - 0. 


Hi ? E NN 
azaz u, ty — Ü. 


Tehát a reguláris függvény valós és képzetes része egyaránt ki- 
elégíti a sikbeli Laplace-egyenletet. Áz ilyen függvényeket szokás 
harmorukus függvényeknek nevezni (u , harmonikus társa" v). 


Egy kétváltozós valós függvény csak akkor lehet egy reguláris 
komplex függvény valós, illetve képzetes része, ha harmonikus. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg a definíció alapján az 
Da? és  bield-ze0 
függyények deriváltját! 
(z 4 Az? — 27 


fen ng; — 
a) f(z — aim, HENTES 
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— tm SZAZ t Sz(ázó 4 (AT 
Az—0 Az 


A függvény mindenütt reguláris, s az általa létesített leképezés — az 
origó kivételével — szögtartó. (Az origóban f(z) — 0.) 


; , Í IS 1 
beta lm (raz) az" 
z— lm — ZAL z - 1 
Az—a0 Azíz § Azjz z7 
A függvény az origó kivételével reguláris, az origó izolált szinguláris 
hely. 


37 





Megjegyzés: A feladatból látható, hogy az egyváltozós valós függvényekre 
kapott deriváltak az eddig megismert komplex függvények esetében válto- 
zatlanok maradnak. 


2. Vizsgálja meg, hogy mely pontokban differenciálható az fízy— zzz 


függvény! 


fin ezi s xy, tehát e s x" 4 y" és vs Ü. 
A Cauchy-KRiernann-egyénletek alapján az 

u zixs vh z 

u -]2y- -w 50 
egyenlőségeknek kell teljesülniük. Így a függvény csak az origóban diffe- 
renciálható, de sehol nem reguláris. 

3. Mely pontokban differenciálható az 

fiz) — z - Iz" függvény? 


fí2) -íxt ipa 4 y) — 9 hxyi i(xjy 4 y) 
E függvénynél tehát: 

uz a tavésv e xy by 
A parciális deriváltak: 

u szé ky ve a ágy 


u z 2xy —vi — —3xy 
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Látható, hogy a Cauchy—-RKiemann-egyenletek csak az origóban teljesülnek, 
azaz a függvény csak az origóban differenciálható, sehol nem reguláris. 


4. Határozza meg az exponenciális függvény deriváltját! 


fízd— e — et cosy tie sin y, azaz 
u —ecosyésv-etsáíny 
Mivel 
u. zefcosyz v — e cosy és 
38 z —esiny — —v, — —e"siny, 
tehát a Cauchy-Riémann-egyenlőségek mindenbol teljesülnek, így a függ- 
vény minden véges z helyen reguláris. 
A deriváltja: 
fé zu tív, s ecosy b ieSsiny — el, 
mint az várható volt. 


5. Hol differenciálható az fíz) — Inz — Inrt íp függvény? 


Mivel z polárkoordinátákban adott, a Cauchy-Riemann-egyenletek 
módosított alakját használjuk. 


Mostu-inr,v- gp, 
du 1] l öv dit dv 
Erdisdrüslrtrüsdrűsídeűttérre 
azaz a függvény az origó kivételével minden pontban differenciálható és 
reguláris. 
Deriváltja: 


er ágy du ei ] l 
ro (5- it) z — sz —— z 
r d ap 


6. Határozza meg az fíz) — 2! függvény deriváltját polárkoordinátás 
alakból! 
fíz) — rfcosdp bírt sin ág 


— ig —áp 
fí- c (z — in) z — (ar cos 4p—idr ő — sin 40) s 





r Aöp úgy 
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ta , , 
e 
z Ear et — are 47 
r 


7. Lehet-e az u — xt y" — 67 y kétváltozós függvény egy reguláris 
függvény valós része? 


Mint láttuk, ehhez a Laplace-egyenletnek kell teljesülnie, azaz csak az 
uit Hgy — Ü teljesülése esetén lehet u egy reguláris függvény valós része. 


A parciális deriváltak; 
ah — 47 -12xyi o ul — 12? — 12y? 
4 — gy — Vay uyy - bay — 12x7 
Mivel a másodrendű parciális deriváltak összege nulla, így ix lehet egy 


reguláris f függvény valós része. Az f deriváltját a harmonikus társ meg- 
keresése nélkül 15 előállíthatjuk: 


FŰ 7 ult iv) — u) — ug — 47 — I2xy? — i(4y? — 1229) 


A. harmonikus társ megkereséséhez a Cauchy—Kiemann-egyenleteket kell 
alkalmaznunk. 


u. Vg — 4x? — 12xy 
Ebből y szerinti integrálással; 
v day — áxry? t c(x) 
(Mivel y szerint integráltunk, az állandó x függvénye lehet.) 
vs 1299 - 4y? TF c (xs —u - — (4y7 — I2x7y) 
Ebből láthatóan cíxi deriváltja nulla, így céx) csak állandó léhet. 


Tehát a harmonikus társ: v — 4x3y—4xy? tej, ahol c, egy tetszőleges 
állandó. 


v meghatározását más módon 15 elvégezhetjük. Ehhez egy kicsit átfo- 
galmazzuk a feladatot. Adott a v függvény teljes differenciálja, 5 meg kell 
határozni a függvényt; 


dv - v.dx 4 v,dy - —ujdx b udv, azaz: 

dv- — (4y — I2xÍyjdx -k [427 — 12xy"dy 
v meghatározása a Fo(xo, vo) ponttól — például az origótól — a Fíx, y) 
pontig vett vonalintegrállal végezhető el. (Ha v csak egy bizonyos tarto- 


mányban értelmezett, akkor figyelnünk kell arra, hogy az integrálási űt az 
adott tartományban haladjon.) Esetünkben v-re mincs semmmi megkötés, Így 
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az inteégrálási út tetszőleges. Haladhatunk először az origából az (x, 0 
ponug az x tengelyen, utána ebből a pontból az (x, vi pontig az y tengellyel 
párhuzamosan. Az első szakaszon y — 0, és dy — ú, így az integrál értéke 
is nulla. 


A. másik szakaszon dx — Ő, az integrálási változót t-vel jelölve: 
y 
v - / (47 — 12xtő dt si 4xy — 4xy, 
Ú 
ami az előző módon kapott eredménnyel megegyező, 
Megjegyzés: A feladatban szereplő függvény az 
f2-2 -txriyy 
függvény volt, deriváltja: 
f(z — 47 


8. Lehet-e az 4 — In (7 -k y) kétváltozós függvény egy reguláris 
függvény valós része? 


Az előző feladathoz hasonlóan most is a Laplace-egyenlet teljesülését 
kell megvizsgálnunk: 





ug sz kek pi] try s pisi (e ki y) mié . gy - sal 
x Ty (x? 4 y2) (2 4 y) 
Hasonlóan: 
to 2a7 - 2y" 
A leni 


(x2 a sz) 

Mivel a másodrendű parciális deriváltak összege nullával egyenlő, 
igy a függvény harmonikus, tehát lehet egy fíz) reguláris függvény valós 
része. Az fíz) függvény deriváltja: 

FENN 2X —; 2Zy 
Keressük meg u harmonikus társát. 
fi) ZA 
xb yi 
Ha x zt 0, akkor v, átalakítható: 





f(2) 7 ux tive — un — it 
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2 l y 
z (2. —— dyz- 2 ardgét 
v J zdy 2 arotg cíx 


7 aa(8) 
x 
A v, — u egyenlőségből látszik, hogy cíx) csak állandó lehet, így 
v- 2- arotg tFcr.hax zi 


x — Ü esetén va — Ű, Így ekkor v — állandó. 


Megjegyzés: a feladatban szereplő függvény az fíz) — Inz? függvény volt. 


9. Lehet-e az x — rtcosde kétváltozós függvény egy reguláris függ- 
vény valós része? 


Az előző feladatoktól eltérően u most polárkoordinátás alakban adott. 


Most is a Laplace-egyenlet teljesílését kell megvizsgálnunk, de ennek 
alakja polárkoordináták esetén más: 


ön bt ön 51 0 0 ója 


— $t--— 4 — -— (0 

őrt Fr ör ri ay 
A parciálisok: 

du 2 

—— z I9r -cosd 

drz F 

d 

1. zZ- 4r" . cosáp 

r ar 

; Vu z —16r" . cos 4 

r2 02 


Mivel ezek összege zérus, így u lehet egy reguláris f függvény valós része. 
A függvény deriváltja: 


—hp —ip 
fiz z — dv 9 -f pi, - 
F db ap r dr ap 


f. (ar . cos dp jár" sin 4p) — 
F 


- ip . ; 
É 
vart. ete - ap. e 





F 
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Az un harmonikus társát most ís a Cauchy—Riemann-egyénlétekből kell 
meghatároznunk. 


5 — re - 4r" . cos 46 
e szerint integrálva: 
a  . du gy ; . 
v - rő. sindp b cír) A 99 s-re egyenlőség teljesüléséből 
következően cír) - állandó, így 
ver sin 4dp tej 


(a feladatban szereplő függvény az fíz) — 27). 


4.2 Taylor-sor 


A komplex tagú számsorozatokat és számsorokat, azok kon- 
vergnciáját ugyanúgy értelmezzük, mint a valós számsorozatak, il- 
letve számsorok esetében, így ezeket nem definiáljuk. Néhány fo- 
galmat, illetve tételt emelünk csak ki. 


A Ízn] z (a, th ibn b n E H számsorozat akkor és csak akkor 
konvergens, ha valós része és képzetes része is konvergens. 
A 9 za komplex számsort abszolút konvergensnek nevezzük, 


rzü 
baj 


ha a zal (valósi számsor könvergens, (Ha a sor nem abszolút 
nb 

konvergens, de konvergens, akkor feltételesen könvergensnek ne- 

vezzük.) 


A számsorok közül a geometriai sort említjük külön: 
ún 

9 ző konvergens, ha Izal z 1, s ekkor összege ] 

n—D 
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A § Íníz) függyvénysor egy F rartományban konvergens, ha 


az] 
ma 


minden z, € F esetén a 9 FA számsor konvergens. Egyénlete- 
ni 

sen konvergál! a T tartományban a függvénysor f(z)-hez, ha minden 

ez 5 0-hoz van olyan z-től független Y küszöbszám, hogy minden 

z ET esetén teljesül a 


N 

9 [62 —- fol ce 

nzÚ 
egyenlőtlenség. 

Biztosan egyenletesen konvergens a 7 tartományban a függ- 
vénysor, ha minden z € f esetén teljesül az 142] z fin egyen- 


LE 
lötlenség, ÉS a ) mt, számsor konvergens. 


nz] 


A Dent és a 9 en(z — a) alakú függvénysorokat hatvány- 
nzü nzü 
sornak nevezzük. Bár a hatványsorokra vonatkozó tulajdonságok 
is szinte azonosak a valósban megismertekkel, néhányat kiemelünk 
közülük. 


Ha a Den hatványsor egy za pontban konvergens, akkor 
nzÚ 
minden [Iz] c [zo] helyen is konvergens, sőt egyenletesen könver- 
gens (Abel tétele). 


A hatványsor konvergenciasugarára vonatkozó tételek közül 
kettőt ernlítünk: 


A 9 en hatványsor konvergens a Iz] z R tartományban, ahol 

nú 
1 
KR 
A köonvergenciasugár meghatározása történhet az 


z limsup ( én] (R értéke lehet Ő és co is) (Cauchy-Hadamardj). 
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Cn-tl 











sz limsup c, 
hányadoskritérium alapján 15. 
A hatványsor Iz] c R esetén egyenletesen konvergens, 
iz] 5 R esetén divergens. 


A [Iz] — R pontokban lehet konvergens és divergens is a hat- 
vÁNySOT, 

[Igazolható, hogy a konvergenciakörön belül a hatványsor ösz- 
szegfüggvénye reguláris függvény, s deriváltja tagonkénti derivá- 
lással állítható el. A deriváltakból álló sor könveérgenciasugara az 
eredeti konvergenciasugárral azonos. 


[Igen lényeges a következő tétel: Ha f reguláris az a pont egy 
környezetében, akkor itt az f függvény a íz — a) hatványai szeririt 
haladó Taylar-sorba fejthető. A sor; 


f(2 — fia 2  z- a) x 50 2 — gk... 


B Fín 
19 - YI — z— ay" 
n7í I 


A sor a konvergenciatartomány minden pontjában egyenletesen 
konvergál f(z)-hez (lásd még 5. fejezet). 





(Gyakorló feladatok 


[nr] 
: HI 


! z 
1. Könvergens-é a ) — számsor? 
FI 


n7-] 


Írjuk fel a sor néhány tagját: 
j-intalai l 


3 4 5 6 
A sor részletösszegét átrendezhetjük: 


, í] H í] j] ] 
(1 3 ts ne) 5 ( 3t3 ..) 
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A képzetes és a valós rész egyaránt Leibniz típusú sor, azaz konvergens, 
így az eredeti sor is konvergens, de a sor nem abszolút konvergens, mivel 


09 
Fa 

) — divergens. 
n 

nzl 


ka 


h 
2. Milyen z értékekre konvergens az f(z) - d ( —) függvény- 
1.42 
nzÜ 
sor? 


Minden rögzített z esetén a sor egy geometriai sor, mely akkor kon- 
vergens, ha hányadosának abszolút értéke 1-nél kisebb: 
2 ]-. I 
147 11 4 zl 
A függvénysor konvergenciatartománya tehát a 
Iz] c IL z] 
tartomány. 


Ez a tartomány egy félsík, melyet az — 0 és 2 — -—1 pontokat 
összekötő szakasz felező merőlegese határol, s amely az origót tartalmazza. 


cd ! 











A függvénysor tehát a Re(z) : -; félsíkon konvergens. 


50 


3. Milyen z esetén konvergéns a 9 ( 
nz1 


Z 
3(íz $1) 





n 
) függvénysor? 


Az előző feladathoz nagyon hasonló a feladat. 
A konvergenciához a 

Z [zi 
3(z 41) Iz 41] 
egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. Ennek az egyenlőtlenségnek egy kör- 
belső (úgynevezett Apollóniosz-kör belseje) tesz eleget. A kör középpontja 


z 1, azaz a 23 











a valós tengelyen van, a kör a valós tengelyt — nél és — a né metszi. 
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úd 09 


n 
ű zeiv 2—-i 
4. Határozza meg a y (55) mz ) man ] függyvénysor koön- 
8 Imí(z) yt y ) BE VOnY 


vergenciatartományát! 


Mivel ismét egy mértani sor szerepel a feladatban, így a 


e — 


za 1, azaz Iz— ij c [yi 








egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. 
A Iz — íj — ly] tulajdonságú pontok a valós tengelytől és a z — ; 
ponttól egyenlő távol lévő pontok, melyek egy parabolán helyezkednek el. 
2 


; kh 
A konvergenciatartomány az y s sú l 





parabola feletti síkrész. 


2 





4.1 ábra. Lemniszkáta 


en tt 
5. Van-e olyan z érték, amelyre a 9 (2 § 1) függvénysor kon- 


nz0 
vergens? 


Mivel mértani sor szerepel a feladatban, a konvergenciához a 
iz tp 1] z 1 
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egyenlőtlenségnek keli teljesülnie. Valós számok körében nincs az egyen- 
létlenségnek megoldása, így a tartornánynak a valós tengelyen nem lehet 


pontja. A képzetes tengely ] — aZ 2, v/2i[ intervalluma az origó kivételével 
megfelel a feltételnek. 


A könvergenciatartomány, melyet a d.] ábra mutat, az 
(xy -1y 4 ay zi 

feltételnek eleget tevő tartomány. Átalakítva: 
(x" La yzy -k 2(x7 — y") zű 


Az alakzat egy Bernoulli-féle lemniszkáta belseje, a határpontokban az 
egyenlőtlenség nem teljesül. 


Hn 


ir mi 
6. Határozza meg a ) ET hatványsor könvergenciasugarát! 


KERRNNESZÉR 
tb (—2y 


Hz] 


A gyökkritériummal dolgozunk: R — lím sup §73" 4 (—2)". Mivel 7 
3 a 3 4(-2y c 2-3", s az egyenlőtlenség két szélén álló mennyiség 1- 
edik gyökének határértéke 3, Így a középső tagé Is ennyi, azaz a hatványsor 
könvergenciasugara: H — 3. 





ínzy" , . ; 
. hatványsor konvergenciasugarát! 


7. Határozza meg a 2 " 


nt] 


Most a gyökkritérium helyett célszerűbb a hányadoskritériumimnal dol- 


nyi (DEE nt (E 91 
ült SKÉNT TETTE TTEÉÉT TÉN l 





NI 
Mivel him (5) z hr (1 hk - ) z e, Így e sor könvergenciasii- 
NI n 
fara K — . 


Megjegyzés: Ha felhasználjuk a Stirling-formulát, mely szerint n! közelíi- 


A 
tőleg v2ser - (5) , dolgozhatunk a gyükkritériummal 15. Természetesen 


ekkor 15 R — - adódik. 
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úr 
, "1-4 ij 
8. Határozza meg a se hatványsor konvergenciasugarát! 
n 


ns] 


1? 
Á gyökkritérium alapján: - z— himsupí 1 tl - V2, azaz 
A 





l 
RA - — . (Felhasználtuk, hogy lím $n — I. 
A ( gy lim An — I.) 


9. Írja fel az fíz) — z függyény Ő helyhez tartozó Taylor- 


; — 3742 
sorát! 


Bontsuk fel az f függvényt résztörtek összegére: 
KENNEL RRt ERROR 
2—-342 z-i 2-2 





1-7 egy geometriai sor összege, azaz 


[ar] 

l 

1-7 lizi bő d.., z 9 ző, ha [z] ] . 
azü 


A másik tag átalakítva ugyancsak geometriai sor összegének tekinthető: 





l 1 l 1 z z Z 
227 2 1-IT zlregezt ás ) - 
2 
I zv" 
sz.) eke 
ne 


Mivel Iz] c 1 esetén mindkét sor egyenletesen konvergens, így az összeg 
átrendezhető. Osszevonya: 


1 3 7. fa 1 /z9 
—- $-zr- h...m) --.[£ . 
JÁ) z tat az , 7 (3) )-hall ci 
Hzz 


377 — 7241 


10. Írja fel — CE 
rja fel az fíz) 2—D(2 ri) 


függvény 0 helyhez tartozó 
Taylor-sorát! 
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Az előző feladathoz hasonlóan most is résztörtekre bontjuk a fiügg- 


H éz 
ényt: mm —— tt . 
vényt: JA) z—1 2441 


Mindkét tag mértani sor összegeként fogható fel: 








l 2, 3 si 
—— z elíl tető te t...]5—d ző -£ 1 
z7-1 ( eme Te 2 iz] 
azűü 
éz 2 4 . — san 
ma 3(1-z té-) 72 1Y.z leh e 1 
Átrendezve; 


ff) -—-14z—zt— sé —... - 


TÉL 


— 9 (—2 22-18 -zt) Ide! 
n—-t 
Racionális törtfüggvények esetében az előző két feladatban látott módszer 
általában jól alkalmazható. 


11. Írja fel az f(z) — 


sorát! 


l 
—— — figgrvény 8 helyhez tartozó Taylor- 


Az egyik lehetőség most is a résztörtek összegére való bontás volna, 
de célravezetőbb, ha átalakítjuk a függvényt: 
fiz — sad. 1-7 — 1-d 
vsz azái 1-2 1-2 
Innen az előző feladathoz hasonlóan: 


fo -(1-2)j(1—ő 422...) - 


mk 
ún 
-—1—-2-ődrzőTr...- (1 -2)9 (-1y ez 
nzü 
A sor a Izl c 1 tartományban konvergens. 


]1 
12. Hatá z z —-  — függvény a - — helyhez 
atározza meg az fíz) 7-7 7I egyény a hely 


tartozó Faylor-sorát! 
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Alakítsuk át a függvényt: 


ftp-t. I 


(2) e" 5-2 
4 4 3 2 


Ez ismét egy geometriai sor összegének tekinthető, azaz: 


10-th-t-D De) - 
(1-3) 


nzű 


Á $sOT a 





1-5] e 
2 


körbelsőben állítja elő a függvényt. 





4.2 ábra, A 12. feladatban szereplő két tartomány 


A függvény 0 helyhez tartozó sora — az előző feladat módszerével: 
fid F 1 az(1—-z ző...) e 


-1tz—2-ztt... 7449) Kg", haz] c I. 
n7-b 
Az fi és az f, hatványsor különböző tartományban állítja elő az f függ- 


vényt. A két tartománynak van közös része. Ilyen esetben a f5-t az fi 
analitikus folytatásának nevezzük (4.2 ábra). 


g7 


13. Írja fel az fíz) — L függvény a, — 3 és az — 3i helyhez tartozó 
Z 
Taylor-sorát! 


A függvényt átalakítva; 
] l l ] 


z 334 (z— 3] 3 La 7 


z—-3 2-3 Hi 
(1 - 3 (5) 2) 
RH 


- LO (E ya 3 e 3 


(1) 








Mik [mi 








4.3 ábra. A 13. feladatban szereplő két tartomány 


Az előzőkhöz hasonlóan; 
1 l l 














za za 
3i 
—i z—-3i 2-3 ki 
7 (1- 3i t() ) 
5 —i — (-—) 
73 3i 
n:zű 
ú8 


A sor könvergéns, ha [z — 3] c 3. 


A két hatványsor könvergenciatartornányát a 4.3 ábra mutatja. A két 
sor a közös tartományban ugyanazt a függvényt állítja elő. Az előzőhöz 
hasonlóan (2) most is az (1) analitikus folytatása. 


Megjegyzés: Az fiz) — : függvény ií5 (1) analitikus folytatása, illetve 
mivel (1) konvergenciatartományát az ki értelmezési tartománya teljes egé- 
szében tartalmazza, szokásos az (1) kiterjesztésének ís nevezni. 


14. Írja fel a gíz) — - függvény a — 3 helyen vett Tavlor-sorát! 
Z 


Az előző feladatban az fíz) — : függvény sorát irtuk fel az a — 3 
helyen. 


Mivel eíz) - —f(z), Így g(z) sorát az előző feladatbeli sor tagonkénti 
deriválásával kapjuk meg: 


t z—-3 2-3 
82) - 5: ( 142 3 3 ( 7 ) 1.) 


59 3 
rzl 


A sor konvergenciatartománya változatlanul a [Iz — 3] c 3 körtelső. 











15. Írja fel az f(z — víz függvény a — 1-4! helyhez tartozó Taylor- 
sorát! 


A valós függyények körében megismert Binorminális sort használjuk: 


a. an —- 1) a ki afa n 
4 aS -lbaxt pa hm Y(0)éha 
szü 
lk - 1, ahol A) a ale 1) ten t]) e.t tb e (5) z ]. 


A függvényt át kell alakítani: 
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.. 4 
z a/14itz—(i-41] - Tri (1155 





(z—1-r 
- l 2—1-—-i 1/I (1 4 ijé 
— VI 4i. kh —. H-P — — 1) -— am 
ete jita Ty 5 (3 1) 71 





a ZÜSV Z—1—gW 
- ver 33 (9) (SH) 


A sor konvergens, ha Iz— 1— I c Hill — 472. A konvergénciatartomány 
tehát az 1 ti középpontú v2 sugarú körlap. 


4.3 Hiperbolás és trigonometrikus függvények 


Az Olvasó a valós függvények tárgyalásából ismert, hogy €" 
x  x xx 
Taylor-sora: e7 — [lk Ti tk 57 4... ar FF... sz 4 nt 
Hz 

A sor konvergenciasugara RK — 60. Ennek mintájára Taylor- 

sorával definiálhatjuk retszéfeges komplex kitevőre ís az exponen- 
MYRNNNNNNNNN z 

ciális függvényt: e — ll tzt 5 tT...t ai Tt... 

A valóshoz hasonlóan a sor minden z értékre konvergens. Az 
előző részben már definiáltuk az exponenciális függvényt. 


Ezzel a detfinicióval összhangban van a mostani definició. 
Ugyanis, ha z — ify, akkor: 
2 3 4 
- —2 o; 7 
ey -1-iy 21 ÉT kt — - 


2 4 3 5 
—(1—Í ay (vb 42 — 
z ( Gy Fk 4 a) ai 31 t ET 1.) z 


— cosv-Hisiny 
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A hiperbolás függvények definiálása is történ vet a valósban meg- 








Fi -k —k£Z — 
szokott módon: chz z ge és shz — e , § történhet 
Taylor-sorukkal: 

2 4 eni 
z Z z 
thz — ] tt — 5 — tt... — 
ő "TÉT 2.2 
3 5 ai nil 
Z Z Z 
hz—- zt — 4— 4... — 4 ———, 
emezt st 2.n x1) 


mely Taylor-sorok a valósban megismert sorok általánosításai. 
Mindkét sor konvergenciatartománya a teljes komplex számsík -— 
kivéve az — 60 pontot. A thz és a cthz értelmezését a szokásos 
módon végezzük: 


shz 
thz — chz (ha chz A 0) 


chz 
cthz — shz (ha shz 5 0) 


Mivel az exponenciális függvény periodikus volt, a belőle származ- 
tatott hiperbolás függvények ís periodikusak, shz és chz esetén ez a 
periódus 2-ri, thz és cthz esetén "ri. Az exponenciális függyényhez 
hasonlóan a hiperbolás függvényeknek sincs végtelenben határérté- 
kük. 


A hiperbolás függvények mintájára a sinz és a cosz függvé- 
nyeket is Taylor-soruklai értelmezzük. 


3 Haztt-t 1 
Z (eb ly"z 
sin t5 s 3 - NF DT 
] 2 (— yző 
Ctüsz -— FT 4 — e, 3 (2n)! 


Mindkét sor minden végés z esetén konvergens. 
Az előzőhöz hasonlóan: 


sin z cOSZ . 
tgez z —— (ha cosz z Ú) cisz — — (ha sinz z ú] 
COSZ sSInz 
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Ugyanúgy. ahogy beláttuk, hogy ha y valós szám, akkor 
ey - cogy b ésiny, 

belátható, hogy az összefüggés általánosabban is igaz: 
Tetszőleges komplex z-re érvényes, hogy 
ez - cosz tk ésinz (Euler formula). 

Belátható, hogy érvényesek a 
ch(ízi z cosz és a shíiz) —m isimz 


összefüggések 15. Ugyanis, ha chz sorában z helyébe /z-t helyette- 
sítünk, akkor: 


az, GY , (iz! (iz) 
chíiz) z [7 ar -k "ar t... ni 


2 4 zi úi (— 1 yző 
mat ony 





-1- 


. E €ü5z 


Hasonilóar: 


j . . (izd  (izy (izet 
h(iz) — izt EG E 4. EE th. 
hig sittre tr] en ED" 


. 3 —gjezőnt] ki 
-i(2- tg ee erte) — :sinz 
Ezekből következően 

thiríz) — iigz és 

ethíiz) — retgz. 
Ezek az összefüggések magyarázzák a trigonömetrikus és a hi- 
perbolás függvények azonosságainak hasonlóságát, és ez a Szoros 


kapcsolat indokolja a hiperbolás függvények körében a szinusz, 
koszinusz. . . elnevezések alkalmazását. 


Mivel a hiperbolás függvények értelmezése a valósban megis- 
mert módon történt, így érvényesek az ott megismert összefüggé- 
sek. Például: 


chízi tt z) — chzichza 4 shzishza 
shízi b za) — shzichza 4 chzishza 
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Úgy kaphatjuk meg ezen összefüggéseknek a trigonometrikus függ- 
vények körében megfelelő párját, hogy az összefüggésekben z he- 
lyett íz-t irunk. 

A helyettesítéseket elvégezve: 

cos(zi b 22) — coszy cosza — sinzi sin 72 

sinízi b 22) — sinzy cosz; bt coszi sin zo, 


azaz a trigonometria megszokott összefüggései komplex változó 
esetén is érvényesek. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg a chz, shz, cosz, sinz függvények valós, illetve 
képzetes részét! 


Az előzőekben felírt összefüggéseket használjuk az — x-bíy összegre; 

cosz — cos(x b fy) — cos ax - cos(íy) — sin x : siníiy] — 

z cos xchy — sin xshy, azaz 

u — cos xchy v - — sin xshy. 
Hasonlóan sinz — siníx tivi — sinxchy tk o fcoszshy. A hiperbolás 
függvényeknéli: 

chz — chíx 4 Fry) — chxchíy -k shashív — chxx cosy t ishx sin y 

shz — sh(x - fv) — shxchiy 4 ehxshry — shx cosy b ichx sin y 


2. Milyen z értékekre lesz chz — Ű, illetve chz — —10? 


Valós változó esetén a ch függvény értékeinek minimuma 41-gyel 
egyenlő, de mivel az exponenciális függvény is vehet fel negatív értéket, 
így ez a chz-nél sem meglepő. Az előző feladat szerint felírva chz valós és 
képzetes részét, a chx - cos yb ishx -sin y — Ő egyenletet kell megoldanunk. 


Az összeg első tagja csak akkor nulla, ha cos y — Ő, ekkor y — 5 bHkg, 
kez. 

A második tagban ekkor sin y z ü, tehát shx — Ű, azaz x — 0. 

A chz — Ű egyenlet megoldásai tehát az — (5 -k az ), kez 
komplex számok. 
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(Áz eredmény várható volt, mivel chz — cosíz, így a köszinuszíügg- 
vény zérüshelyeinek í-szeresére teljesül az egyenlőség). 


A másik egyenlet: 

chx - cos y 4 ishx - siny — —]Ú 
Mivel a jobb oldal képzetes része Ű, Így az összeg második tagja nulla kell 
legyen. Ha x — 0, akkor chx — I, így a valós rész nem lehet —10. Ha 


y sz xt2kr,k EZ, akkor cosy — -1], így az égyénletben chx — 10-nek 
kell teljesülme. 


Tehát a megoldás: z — archl0 tiím 4 2krh kéz 
3. Milyen z értékek esetén lesz sinz — 20, illetve cosz — 5/? 


AZ előző feladathoz hasonlóan járunk el. A szinuszfiggvény felbon- 
tását használva: 


sin xchy 4 cos xshy — 20 


Ha a második tagban y — 0 értéket választunk, az első tag értéke nem 
lehet 20, igy cosx — 0 kell legyen, de ennek a sinx 5 Ő megoldásait kell 
keresnünk. 


Tehátx — 2 4 2kr,k EZ, y - arch20 választása esetén teljesül az 
egyenlőség. 
A másik egyenlet: cos xchy — fsin xshy — 51 


Most a valós résznek kell 0-nak lennie. Ezt az x — 2 tár ked 
választással érhetjük el. 

Ha k páros, akkor sinx 7 0, így v — arsh(- 5). 

Ha k páratlan, akkor sinx z Ü, így y — arsh5. 


4. Milyen z érték esetén lész thz — 3? 


Valós változó ésetén a th függvény értéke mindig 1-nél kisebb. 
—4£ 


zo 
Mivel thz - S, ezért thz értéke akkor lesz 1-nél nagyobb, ha 
e het 


e "7 c 0. Ez - mint láttuk — lehetséges. 
i el-e tt ez - 1 

Oldjuk En fi ! 

juk meg az gs ETT 3 egyenletet 


Rendezve: e — —2 adódik. 
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Mivel —2 — esétürtém pe, így: 
1 . 
z zim2t ilgt 4 24m)) 
5. Határozza meg az fíz) — tgz függvény valós, illetve képzetes 
részét! 


sine tív) — sinx-chy tt icosx - shy 
cosíx tíy]) — cosx-chy—ésinx : shy 
Bővítve a nevező konjugáltjával: 


tiz 


SiM x CS x(chy — shy) hk chyshy( c057 x 4 sin xi 


tgz — 3 


C057 X ch! y 4 sin x shy 
A számláló zárójeles tényezői 1-gyel egyenlők, Így a törtet 2-vel bővítve 
a számláló: 


sin2x 4 ish2y 
A nevezőt át kell alakítanunk: 
2 cos xch!y 4 2 sin xsh"y — cos x(1 Tk shy) mk (I — sin" xjehíy-r 
4 sin? x(chéy — 1) kk (1 — cos x shy z cos 2x b chiy 
sin 2x 
cos 2x b eh2y 
sh2y 
cos2x 4 ch2y 
Hasonlóan a thz függvény esetén: 
ih; z sh2x -- Ésin 2y 
ch2x 4 cos 2y 
(Ez a felbontás az előző alakból következik, hiszen thz — itg(rz).) 


Így a függvény valós részé; 4 — 


képzetes része: v — 


6. Határozza meg, milyen alakzatra képezi le a z sík tengelyekkel 
párhuzamos egyeneseit a w — cosz függvény! 


A valós tengellyel párhuzamos egyenesekre z — rt ia, ahol re R, a 
valós állandó. 


Ebten az esetben a cosz függvény valós, illetve képzetes része: 
u — cost -cha és v — — sintsha 
Ha a — Ű, azaz a valós tengely képét nézzük, akkor v — Ű és u E [1], 1]. 


lú 


Ha a - Ü, az egyenletekből f értékét kiküszöbölve: 
2 

etőa — shía 
adódik, ami egy ellipszis egyenlete. Az ellipszis fókusztávolsága 1, mivel 
chía — shía — I. (Ahhoz, hogy a w síkon csak egyszer fussa be a képpont 
az ellipszist, a t-re at € ]— 7, x] megszorítást kell tennünk. a — ú esetén 
a valós tengelyt a [—1, 1] intervallumon be kell metszeni az egyértelmű- 
séghezk 

A képzetes tengellyel párhuzamos egyenesekre z — a-t iz, ahol r € RK, 
d valós állandó. Ekkor u — cos a - chi és v — — Sina - shr. 


zi 


Ha a — 2 t Air, akkor u — Ü, így a képpontok a képzetes tengelyen 
helyezkednek el. 





4.4 ábra. A tengelyekkel párhuzamos egyenesek 
leképezése aw — cosz függvénnyel 


Ha a — kz, akkor v — 0, s ezért X páros értékére a pozítív, páratlanra 

a negatív valós tengelyt kapjuk. Ha cos a és Sina egyike se nulla, akkor 
Z. 2 

: kiküszöbölhető —— — —— sz I. A képpontok tehát hiperbolán 


cost a sin" a 


helyezkednek el. A hiperbola fókusztávolsága 1, hiszen cosi e-t sinf a — I. 
Mivel az ellipsziseknek és a hiperboláknak közös a fókuszpontjuk, így ezek 
merőlegesen metszik egymást, tehát a leképezés szögtartó (4.4 ábra). 
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Megjegyzés: 


A) Az előző fejezetben láttuk, hogy az exponenciális függvény a 
tengellyel párhuzamos egyeneseket origőból induló félegyénesekre, illetve 
arigó középpontú körökre képezi le. Láttuk továbbá azt is, hogy az 


JA) — 5 (zt :) 


függvény ezeket hiperbolákra, illetve ellipszisekre képezi le. Ezért nem 
meglepő, hogy a köszinuszfüggvény a tengellyel párhuzamos egyeneseket 
a 4.4 ábrának megféelelőén Képezi le. 


B) A sinz, a chz és a shz függvények leképezése hasonló jellegű. 
7. Határozza meg a w — sinz függvény deriváltját! 


Mivel a függvényt hatványsorával definiáltuk, s a hatványsor minden 
véges z-re konvergens, így a deriváltját tagonkénti deriválással állíthatjuk 
elő. 


3 5 n.2n-t] 
Z Z (—-lyz 
sSINZ SZ ET rk rrilsttáő OnáTi 
2 a He Ár 
(sinz) — 1] 3 ta egg tn Fest 


A másik lehetőség a deriváltnak a Canchy-Ricrnann-összefüggésből való 
előállítása. 


fid zustiv 

Mivel a s sinx -ehy és v— cos.x - shy, Így 

f(z) - coszxchy — ésinxshy — cosz 
A többi trigonometrikus és hiperbolikus függvény esetében ís a valósban 
megszokott deriváltakat kapjuk. 


Megjegyzés: mivel az fiz) — sinz függvény minden véges 2-re reguláris, 
Így leképezése szögtartó minden olyan pontban, ahol deriváltja nem egyen- 
lő 0-val. 


8. Írja fel az f(x) — chíz függvény 0 helyhez tartozó Taylor-sorát! 


Eljárhatunk teljesen mechanikusan a sor felírásakor, meghatározva a 
deriváltak Ü helyen felvett értékét, de célszerűbb a függvény átalakítása: 


chíz — 7 (eh2z r 1 
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ch2z sorát chz sorából kapjuk, ha z helyébe 22-t helyettesítünk. Így: 


2. 1 eaz, a (2zyér 
ez 5 (14 71 HE FT te tgagr tt s 








4 Zn 
-iszaé 4... k1. 22 
—liltz- 3 HF... tz Öny 
A sor minden véges z értékre konvergéns. 


9. Írja fel az fíz) — sin z fü ggvény Ő helyhez tartozó Taylor-sorát! 


Deriválás helyett att ís célszerűbb a függvényt átalakítani: 


— sin , bzeosz o 1gn - 1 jn cas2 
: Z 7 - 2 z 7 zcos éz 


A második tagot tovább alakítjuk: szorzatból összeggé. 


sin? 


Így sin zs 7 sinz — z sin 37. 


Ennek sora: 


3 5 n 2-1] 
c] 
m-s2-g tre tárt] 





át 5! (dj d da! 
51/..BX , Gy (— Az! ü 
a (3 grg tetni] 
pe i azt] — (azért! 
§ 4 (nk [9 


(Felhasználtuk, hogy a sor abszolút konvergens, Így átrendezhető). 
Várható volt, hogy a függvény lineáris tagot ném tartalmaz. (A 0 hely 
háromszoros multiphcitású gyöke a függvénynek). A sor minden véges z-re 
konvergens. 
Megjegyzés: A z — a pontot az fíz) függyény n-szeres zérüshelyének 
nevezzük, ha e pontban a függvény értéke és az első (n— 1) derivált értéke 
zérus, de az r-edik derivált már nem, azaz: 
fa) z fia - fasz... ea) — 0 és Fa) 0. 
Ilyenkor a függvény a helyhez tartozó Taylor-sorában (z — a)" az első el 
nem tűnő tag. 
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10. Határozza még az fíz! — eh függvény Ő helyhez tartozó Taylor- 


sarát! 


A függvény a Ü pont környezetében reguláris, hiszen ch z Ű, így 
beszélhetünk a Ú helyhez tartozó Taylor-soráról. Mivel chz G helyen vett 
Taylor-sorában csak a páros kitéevők szerepelnek, így reciprokának sorában 
ús 


is csak azok fognak szerepelni: chi z ag t aaz tk asz tasz tt... 
1-íT z z ző 2 a 6 
z tata tag te (ag b azz taasz tt asz kH...) 
Összehasonlítva a két oldalt: 
Az állandók: l — ag 
A másodfokú tagok: 7 ag- 5 b aa da — -: 
l éa 5 
A út : Üz —. — — — 
negyedfokú tagok JA ag ht 5] Ft a4 d4 54 
ag 4 . ] 1 3 5 4 
A Iső néh tagjai — — 1—-2 4-7 4... 
zaz a sor első néhány tagja SH 57 77 


Láttuk, hogy ch (IZ) — ú, Így a sor csak a [z] - 2 körben konvergens. 


A másik lehetőség a sor előállítására, hogy , fordított" osztást végzünk. 
Az. osztást a legkisebb fokszámú taggal kezdve végezzük. 


2 fr ű 2 571 
n(rezríztágte) t-t tő 


2 34 720 2 " 24 
2 4 ha) 
— 14t 41 £ z 
2 4 720 
ez 2 2 
2 24 70 
E AE stl söt s 
2 4 48 
szt 147 
24 720 
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Li. Határozza meg az f(z) - tgz függvény Ú helyhez tartozó Taylor- 
sorának néhány tagját! 


Mivel a tangens páratlan függvény, ezért tgz Taylor-sorában is csak 
a páratlan kitevőjű tagok szerepelnek. 


slliz 5 
tiz s ES s ajztazó kaszt... 
CÚsz 


sinz és cosz helyett azok Taylor-sorának első néhány tagját beírva és 
rendezve: 


3 5 2 4 
— tg z ( — 2 rk 57 — 1) (ajzbazz hasz 4... ) 

A két oldalon z megfelelő kitevőinek együtthatói azonosak kell, hogy le- 

gyeének. 

A lincáris tag: l — aj 


l a a 1 
3 1 haz zi S 4g 357 
Z együtthatója: 170 74 7 5 3 3 
5 ütthatója: zi B 4g az. 
z együtamoja ga 2 7 37 T5 

3 ki 

Az 

— 3 — Tt 
isz zt 15 


Természetesen ennél a feladatnál is elvégezhető az előbb látott osztás. 


3 a 7 4 
fá Z . Z 
-242-.. ):11-£45£—...] szt 
(z 6" 120 ) ( 27 24 ) 
3 ka) 
-(2— 5466 —... 
20 24 


mit, 
ap 


Ez a módszer természetesen az előző eredményt adja. 


st a . ; TT 
Mivel cos 37 0, így a sor konvergenciatartománya íz] z 7 


Megjegyzés: thz sora hasonlóan írható fel. 
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12. Írja fel az f(z) — tg" z sorának néhány tagját! 


Az előző feladat eredményét fogjuk felhasználni. 


3 ke) 3 3 
Z 2 


2, 24, 17 a 
—i t-z th —z h... 
Z gi 457 
A sor konvergenciasugara a tgz konvergenciasugarával megegyező, azaz 
K-Z . 


A sor felírásából látszik, hogy az — Ú pont a függvény kétszeres 
zérüshelye. 


13. Írja fel az 


—- Z 
MA- e gnz 


függvény ú helyhez tartozó Taylor-sorának néhány tagját! 


Mivel a nevezőben páros és páratlan Kitevők is szérepelnek, így a 
függvény sorában is várhatóan a páros és a páratlan kitevőjű tagok égyaránt 
szerepelni fognak. 


Az előző feladatokban látott módszert alkalrnazzuk: 
3 A 
— .£ d 2 
r7 (24: TETT a) faor zt aza 4...) 


Összehasonlítva a két oldalt: 


Az állandók: 0 — Zag a0 s 0 
A lineáris tagok: l — Zaj t ag ap z ÉJ 
A másodfokú tagok: 0 — aj 4 Za; az - -. 
A harmadiokú tagok: ú — -. tk az ht Zan aj 2 
Tehát: 
fr) - ; — £ Li 204... 


Valós számok körében a nevező soha nem lenne nulla, így a sor minden 
valós számra konvergens lenne. 


111 


Mivel a sinz — —2 egyénlet legkisebb abszolút értékű gyöke a 


ri a 
za z — 8 farch2, 


2 
így a sor konvergenciasugara: 
zal s 246 


14. Írja fel az f(z) — sinz sorát az a — 2i helyen! 


Átalakítva: 
sinz — sin(íz — 28) b 21) — siníz — 2ijeh2 4 i cosíz — 2ösh2 — 


an 
- ea . (2-2 - B zi) 1] 








31 
i (z—-giy  G-gy 
-Hish2 ( — HENTES t gt md. 
Rendezve: 
any 
sinz — ish2 -- ch2íz — 2i) — ésh2 - íz 77 ) HF... 


A sor minden véges z-re konvergens. 


Természetesen, ha a sort f deriválásával állítjuk elő, ugyanezt az ered- 
ményt kapjuk. 


4.4 Arkusz- és areafüggvények 


Az arkuszfüggvényeket a trigonometrikus függvények inver- 
zeként értelmezzük. Az előzőekben láttuk, hogy a sinz és a cosz 
függvény (ugyanúgy, mint a valósban) 27 szerint periodikus. A 
függvények a z sík Imíz) z 0, —-x c Reíz) S x részét képezik 
le kölcsönösen egyértelműen a w sík valós tengelyén a [-1, 1] 
intervallumon bemetszett teljes sikra. Tehát az inverz képzésekeor 
a függvény értelmezési tartományát le kell szűkítenünk erre a tar- 
tornányra, hogy egyértékű függvényt kapjunk. Vagyis a következő 
megszorítást kel! tennünk: az inverz valós része a ] — ir, 5] inter- 
vallumba essen, képzetes része nemnegatív valós szám legyen. 
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A koszimuszfüggvény inverzét, azaz az arkuszkoszinusz-függ- 
vényt a következőképpen definiálhatjuk: 


A függvény értéke a z helyen az a w szám, amelyre z — cos w, 
és Relíwi E 1 — ze, mr], Iművi z ü. 

05 w-t exponenciális függvénnyel kifejezve; 
eiw 4 e 7Íw 

2 

ev a zer 4150 

év zz4r/z2-I 
Az egyenlet két megoldása közül csak a 


zt vz—1 


értéket vettük figyelembe, ezzel biztosítjuk az Imíw) z 0 megkö- 
tés teljesülését. A másik kikötés teljesülését a logaritmusfüggvény 
definltálásakor tett megállapodás biztosítja: 


w — —iln (z -4 azt — 1) — ATCCOSZ 


Az így értelmezett arccosz függvény z valós [—1, 1] intervallumba 
eső értéket esetén a valósban megismert arccosx függvénnyel meg- 
egyezők. 


CÖs Ww 


Lj 


Például z — 1 esetén w — 0; z — 0 esetén w — —ilni — 2 
z -— —] esetén w — ilní(— 1) — :r. 


ÁZ arccosz függvény értelmezéséhez teljesen hasonlóan értel- 
mezhetjük az arcsinz függvényt 15. 


Ennek logaritmikus alakja: 

arcsinz — —iln (iz -k 1-2) 
Ezen függvények esetében ís szokásos a 

z — cos w, illetve a z — síinw 


egyenlet összes megoldását az inverz értékeinek tekinteni, végtelen 
sok értékű függvényről beszélni. Ekkor az általunk értelmezett ér- 
tékeket a függvények főértékének nevezik. 
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Az arctgz logaritmikus alakja: 





arcigz — 2. ]n .r íz 
zt  1-—-rz 
Mivel a logaríitmusfüggvény 0-ban és c0-ben nincs értelmezve, így 
e függvény a z — f és az — —i helyen nem értelmezett. 
E függvény esetében az egyértelmű előállításhoz a 
3 
Re(arctgz) E 1-5 73 


megszorítást tésszük. 


Mivel chiz s cosz és shiíz — isinz, így az areafüggvények az 
arkuszfüggvényekből származtathatóak. Ezek logaritmikus alakjai 
a valósból megszokottak: 


archz — mí -H a/zt — 1) 





arshz — In íz kH ovzi tk [) 
ll  1dz 
thz — — 
arthz — 5 In 
(Az artbz értelmezési taritormányából az — Il ésaz — —-1 pont ki 


van rekesztve.) 


Mivel a deriválási szabályok a valósban megszokottak, így € 
függvények deriváltjai 15 a valósban ismertek. 


Gyakorló feladatok 


1. Igazolja, hogy 
arccosz — 2 — arcsinz 
A feladat egyenértékű a 
cös wz SIT (G — w) 

s 2 


összefüggés igazolásával. 
Ez utóbbi (az addíciós tételek kornpdex változó esetén i5 érvényesek h: 
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. 77 .ZE /T ; 
a1T a" 7 ama es cos gs sINw — cOSWw 


Igazoljuk az összefüggést az arcsinz logaritmikus alakjának alkalmazásával 
is! Felhasználjuk, hogy: 


/1-2-i/2-1 
arcsinz — —iln (íz mk vV1-z) - malt (z -k v2-1)) — 


— —ilni — in(z kk sézt I -5 — — ArÜCOSZ 


Hiszén lni — iz 


A feladatból láthatóan az arcsinz függvény szárrnaztatható az arccosz- 
ből, Hasonló összefüggés érvényes az arcigz és az arcctgz függvények 
között is. 


2. Határozza még az arkuszfüggvények alkalmazásával a 
sinz — 20 
egyenlét megoldásait! 


Az egyenlet egyik megoldása: 
z — arcsmzü — —iln (20 kt VI — 202) 
Az előző feladatban látott módon áralakítvas 7 


— —ilni— rln (20 4 72094 — 1-5 — — jarch2Ú 


Figyelembe véve az exponenciális üggvény periodikusságát; az egyenlet 
megüldásat: 


:- 7 4 2kr — i(arch2O tt 2im 0 kiEZ. 


3. Igazolja, hogy (arcsinzy s MENNE 


vV1-2 


(A derivált nincs értelmezve az — lés az — —1 pontokban.) 


Az egyik lehetőség az igazolásra az arcsinz logaritmikus alakjából, az 
összetett Tüggvény deriválási szabályát alkalmazva; 
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(arcsinzy — (—eln (iz h 7-2) a. 


. l . 27 Hl 

KÉTES ( 2 2— ) - 
— el .l14 Mol 
izt YVI—-z vi—z /1—-z 


A másik lehetőség az mverzfüggvény deriválási szabályának alkalmazása: 
dw ] I 


] I 
dz kes COSM a/1—siníw 0V1—z 
We 
Hasonlóan látható be a többi arkusz-, illetve areafüggyényre vortatkozóan 
is, hogy deriváltta a valósban megszokott derivált. 





4. Igazolja, hogy az arctgz 0 helyhez tartozó Taylor-sora: 
3 5 7 (egyént 





z z z 
lez — Z— — tt — — — tt... tH ——— — bt. 
meszes ts 7 miii Tt 
eli 2n-4l 
Pew ő 
2Znt 1 


nzÜ 
A hatványsor konvergenciasugara XA — Il tennek igazolása például gyök- 
kritérriummal végezhető el). 


Mivel a hatványsor a konyvergenciatartományban reguláris függvény, 
így az összefüggés mindkét oldalát deriválva: 


AJ. 
1-4 zé 
Az üsszefüggés jobb oldalán egy mértani sor áll, melynek ( — 2) a há- 


-1—g azt ő 4 .. 4R(—-NLY ző 4... 





nyadosa, Így összege valóban ; . 
l 4 z2 


Mivel a deriváltak egyenlősége igaz, és az eredeti sorfejtés érvényes 
z — Ü esetén, így igaz az arctgsz Taylor-sorára vonatkozó állítás is. 


Megjegyzés: A Taylor-sor a mértani sor tagonkénti integrálásával szárrnaz- 
ható. (Lásd a következő fejezetet.) 
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5. Igazolja, hogy az arcsinz Ú helyen vett Taylor-sora: 
3 5 Ín4] 
. zo. 37 —0,5 n Z 
arcsimz szt etőg te t( , )-—Dt-é—g tes ha 





Iz 1. 


Az előző feladathoz hasonlóan járunk el. 
Mindkét oldalt deriválva: 


2 - 
-141£ 4204... 4 ( z EDE ZT sss ha le] el. 


Ez az összefüggés érvényes, hiszen a bal oldalon álló függvény binomiális 
sorát felírva éppen a jobb oldalt kapjuk, s mivel z — 0 esetén az arcsinz 
is, a sor i8 nullát ad, Így az állítás igaz. 


(Az előző feladathoz hasonlóan most Is tagonkénti integrálással kap- 
juk a binomiális sorból arcsinz sorát. 


Megjegyzés: ÁZ arccosz sora az élőbb igazolt 
arccosz — 2 — arcsinz 


összefüggésből származható. 
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5. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA 


Valós függvényeket leggyakrabban a valós számegyenes egy 
intervallumán integrálunk. Ennek megfelel a komplex függvény 
sikgörbe menti integrálja. Ezért először a sikgörbe fogalmának tisz- 
tázásával foglalkozunk. 


Lényegében görbének nevezzük az egyenes szakasz folytonos 
leképzésével adódó alakzatokat. Pontosabban: legyenek xít) és yit) 
a valós r változó folytonos függvényei a valós számegyenes [a, ő] 
intervallumán értelmezve. Ekkor a zíf) — xífy Fiyín valós változás 
körnplex értékű függvény a komplex sik y görbéjének egy para- 
méterezését adja, mely az a — z(ía) pontot köti össze a b sz zíf) 
ponttal. 


A y görbét a komplex sík egy részhalmazának tekintjük tehát, 
amely a zít), t E [a. 8] folytonos leképezés értékkészlete. Világos, 
hogy ugyanazt a y görbét több különböző folytonos z(£) függvény 
értékkészleteként ís megkaphatjuk. Ezért beszélhetünk a y görbe 
több különböző paraméterezéséről. 


A y görbét zártnak nevezzük, ha z(a) — zíő). A görbe kez- 
dőpontjára általában az a — zíg), végpontjára a b — zíff) jelet 
használjuk. 


Az integrálás szempontjából is alapvetően fontos kérdés, hogy 
a y görbének létezik-e ívhosszúsága. A y görbét rekrifikálhatónak 
nevezzük, ha az [a, 8) intervallum tetszőleges fg — et, ft. f2.... 
tt — B felosztása esetén a zífr) pontokat összekötő húrpoligon 
hossza, tehát a 


"1 


2 zttk) — z(zxr)] 


k—I 
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összeg egy felosztástól független korlát alatt marad. Ennek az 
összegnek a felső határát, tehát az 


5:— up ollan) — z(é-i]] 


véges értéket a vy görbe ívhosszúságának nevezzük, ahol a szupré- 
mum az összes lehetséges felosztására értendő. 


A fenn módon megadott vy görbe irányított abban az értelem- 
ben, hogy a folytonos zít) leképzés a valós [e, §] intervallum ter- 
mészetes rendezettségét átviszi a y görbe pontjaira. [y módon van 
értelme beszélni a zíci kezdő- és z(8) végpontról, A y görbének 
nyilván kétféle ellentétes irányítása van. 


A görbéknek különösen fontos speciális osztályát alkotják az 
úgynevezett Fordan-görbék. A vy görbét Jordan-görbének nevezzük, 
ha a folytonos zít), t E [a, ő] leképzés kölcsönösen egyértelmű, 
azaz yln) — y(r2)-ből következik, hogy t4 — 1. Ez a tulajdonság 
szemléletesen azt jelenti, hogy a görbe nem metszheti önmagát. Az 
ilyen tulajdonságú Y görbét szokás egyszerű ívnek 15 nevezni. 


Az integrálás szempontjából fontos további speciális típus az 
úgynevezett sima Jordan-görbe. A Jordan-görbét simának nevez- 
zük, ha a y görbét megadó zít), t £ [a, $] komplex függvény foly- 
tonosan differenciálható, Ennek általánosabb formája az úgyneve- 
zett szakaszonként sima görbe, mely véges számú, végpontjaikban 
illeszkedő sima görbéből áll, és az érintkezési pontokban a görbét 
megadó zír) függvény esetleg nem differenciálható. 


A komplex vonalmtiegrál értelmezése: 


Legyen zín), t E [a, ő] egy rektifikálható y görbe paraméte- 
rezése, és f egy a y görbén értelmezett komplex értékű függvény. 
Összük fel az [e, ő] intervallumot a fp — et, fi, f2,... fh, s 8 pon- 
tokkal. 


Ez szolgáltatja a y görbének egy a — zo — z(a), zi — z(n),... 

b — za — zí8) felosztását véges sok ívdarabra. Minden egyes 

Zk-I 4) íven vegyünk fel egy tetszés szerinti §, pontot, és szá- 
mitsuk ki az 
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5 - 378 (a — zer) 


összeget. Finomiítsuk úgy a felosztást, hogy a (ZR- 1; 2) Ívek hossza 
egyenletesen tartson 0-hoz! Ha ekkor teljesül az, hogy az § összeg 
bármely minden határon túl finömöodó félosztássorozat esetén a fel- 
osztástól független határértékhez tart, akkor az f függvényt a y 
görbén integrálhatónak nevezzük. Az 5 összeg határértékét pedig 
az f függvény y görbére vonatkozó integráljának nevezzük, és így 


jelöljük: 5 — / f(üdz. 
y 


Ha a y zárt görbe, használjuk az alábbi jelölést: § — hrtnaz 
y 


Igen egyszerűen biztosíthatjuk az integrál létezését egy elégsé- 
ges feltétellel. Igazolható, hogy ha f a y görbén folytonos — melyen 
ekkor bizonyíthatóan egyenletesen is folytonos -, akkor f integrál- 
ható y-n. 

Az értelmezés alapján világos, hogy a komplex integrál teljes 
mértékben analógiája a kétdimenziós vektorfüggvény skalárértékű 
vonal menti intégráljának, A különbség ,.csak" annyi, hogy vekto- 
rök skaláris szorzata helyett komplex számok szorzata értendő. 

Ebből egyrészt az 15 következik, hogy a valós vonalintegrálokra 


vonatkozó tételek mindegyike — értelemszerű módosítással — igaz 
komplex vonalintegrálokra is. 


Másrészt az említett kapcsolat ad lehetőséget gyakorlatilag a 
vonabintegrál kiszámítására. Igaz ugyanis az alábbi tétel: 

Ha f integrálható a y görbén, ahol y egy sima Jordan-görbe, 
tehát zít), t E [a, Bi folytonosan differenciálható, akkor 


8 
fftddzz ( f((9) Zea 
Y et 


Tehát a komplex f függvény integrálja formatlag is pontosan úgy 
fest, mint egy valós vonalintegrál. Egy komplex vonalintegrál azon- 
ban visszavezethető közönséges valós vonalintegrálokra is az alábbi 
módon. 
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Írjuk fel az fiz) — fix iv) integrandust valós és képzetes 
részek segítségével: 


T(2) — ulx,yy tis víx, y) 
ahol 4 és v kétváltozós valós függvények. Ha f folytonos a y gör- 
bén, akkor f-nek y-ra vonatkozó integrálja kiszámítható két valós 
vonalintegrál segítségével — ha a klasszikus jelölést alkalmazzuk — 
az alábbi módon: 


[dd z fra — vdy) i ftvdz Ph udy) 
y Y y 


Valós integrálok kiszámításának leghatékonyabb rnódja a Newton— 
Leibniz-formula alkalmazása. Ennek megvan a komplex megfele- 
lője ís: 

Az F reguláris függvényt az egyszeresen összefüggő nyilt f 
halmazon (egyszerűbben mondva: , tartományon") az f függvény 
primitív függvényének nevezzük, ha a F tartomány minden pontjá- 
ban F(2) z f(z). 

A reguláris komplex függvények alapvető tulajdonságát fejezi 
ki a Cauchy-féle alaptétet: 


Ha f az egyszeresen összefüggő nyílt ? halmazon reguláris 
függvény, akkor bármely f-ben haladó zárt rektifikálható y görbére 
vonatkozó integrálja zérus, azaz: 


preda zŰ 
F 


Ennek egy következménye, hogy ha a és b a Tf tartomány tetsző- 
leges pontjai, akkor az a-tól b-ig vett integrál értéke független az 
integrációs úttól, csak az a és b pontok függvénye. 

Az alaptétel következményei az alábbi tételek: 


A folytonos f függvénynek az egyszeresen összefüggő nyilt 
T halmazon akkor és csak akkor van primitív függvénye, ha f 
reguláris a T tartományon. Ebben az esetben egy primitív függvény 
előállítható egy integrálfüggvénnyel 


Fe - f f(Eat 
ági 
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alakban, ahol za € fF tetszőleges, és az integrálás bármely zg-ból 
z-be vezető f-ben haladó rektifikálható görbe mentén történik. 

Newton-Leibniz-tétet: Ha F a reguláris f függvény primitív 
függvénye a Tf tartományon, akkor bármely T-ben haladó a kezdő- 
pontú és b végpontú rektifikálható y görbére: 


/ f(ddz — F(b) — F(a) 
Y 


Érdekes módon igaz a Cauchy-féle alaptétel megfordítása is: 


Morera tétele: Ha f folytonos a T tartományon, és bármetfy 
$-ben haladó rekufikálható zárt görbére vonatkozó integrálja zérus, 
akkor f reguláris 7-n. 

A Cauchy-féle integráltétel általánosítható többszörösen össze- 
függő tartományokra is. 


A Cauciy-féle alaptétel általánosítása: Ha f reguláris egy 
ín 4 11-szeresen összefüggő T tartornányban, annak y külső és v,, 
k - I, 2... n belső határgörbéin (5.1 ábra), akkor egyező körüljá- 
rás esetér: 


/ f(ddz— X f f(zdz 
y 


ks] Fk 





5.1 ábra 


A Cauchy-féle alaptétel további általánosításának tekinthető az 
alábbi Riemann-tól szárrnazó kiterjesztés: 


Riemann tétele: Ha f a TF tartományban a zg pont kivételével 
reguláris, a zo pont környezetében pedig korlátos, akkor is igaz, 
hogy bármely a zo pontot nem érintő zárt y görbére 
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$ füjdz s ü, 
Hi 


akár megkerüli y a zg-t, akár nem. Ennek a Riernann-féle kiterjesz- 
tésnek a következménye a komplex integrálok kiszámítása szem- 
pontjából alapvető jelentőségű Cawchy-féle integrálformula: Le- 
gyen f reguláris az összefüggő nyilt f halmazen, és y rektifikálható 
zárt Jordan-görbe, mely belsejével együtt FT-hez tartozik. Ekkor a 
T tartomány minden olyan za pontjára, amely a y belsejében van, 
igaz, hogy: 


1 f(z) 
J(z0) § 2ni I keT eg 


A Cauchy-féle integrálformula a reguláris komplex függvények 
alapvető tulajdonságát fejezi ki: Ha f(z) reguláris egy y rektifikál- 
ható zárt görbe pontjaiban és y belsejében, akkor y belsejében az 
f(z) függvényértékek egyértelműen meg vannak határozva a y-n 
felvett értékekkel. 


Ennek a tulajdonságnak egy speciális esetét fejezi ki az alábbi 
nevezetes középértéktétel, 

Gauss-féle középértéktétel: Legyen f reguláris a iz — zol zr 
zárt körlapon. Ekkor: 


2 
fízo) — ke :j fízot r:evjdp 


Ez a tétel nyilván a Cauchy-féle integrálformula következménye 
arra az esetre, amikor a y görbe egy kör, és za a kör középpontja, 
Az egyenlőség tartalma lényegében a következő: 

Az f függvény Iz - zo] — r körre vonatkozó integrálközépér- 
téke a kör középpontjában felvett függvényérték. 

Megemlítjük még, hogy a fenti két tétel abban az esetben is 
teljesül, ha f csak a y görbe belsejében reguláris, a y görbén elég 
csak a folytonosságot megkövetelni. 


Létezik a Cauchy-féle formulának egy derrváltakra vonatkozó 
általánosítása Is. 
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BDifferenciálhányadosokra vonatkozó Cauchy-féle integráljor- 
mula: Ha az f függvény reguláris a F tartományon, akkor akár- 
hányszor dilferenciálható F-ben, és f minden za pontjára. 


je (zo) — EZÉ Tvanpera ti 


íz — 2 
ahol y tetszőleges zárt rektifikálható Jordan-görbeé, mely belsejével 
együtt T-ben van, és za a y belsejében van. 


5.1 Komplex integrálok közvetlen kiszámítása 


(Gyakorló feladatok 


E. Számítsa ki az fízd - Rez komplex függvény vonalintegrálját a 
— ] pontból a z — ; pontba vezető alábhi görbék mentén (5.2 ábra): 


a) vi: egyenes szakasz 
b) ya: pozitívan irányított négyedkörív 
Im 





-ü 2 02 04 6 08 I 


5.2 ábra 


1,2 RE 


a) Először valós vonalintegrálokkat számolunk: Ha z — x - iy, akkor 
Rez — x, tehát uíx, yi z x, Ha, y) — 0. 


A Yi görbe égy paraméterezése z() — (1 — tf) tt ír, / £ [4 1], tehát 
xíry s 1—t, yír) — fr, így dx — —1, dy — I. Helyettesítve a képletbe: 


1 I 
/ fizjdz — / (udax — vdy] tk if (vdx t udy) — 
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I l 
- [ b(-b-ojati( 042.Da- 
Ú LE 
1 


an. ll. 
- f (4—D4(1—Díjdt -—5 4 zi 


Ugyanezen a görbén most integráljunk kertplex vonalintegrál alkalmazá- 
sával. 


Az egyenes paraméterezése ugyanaz: zíty) — (1 —r) dir r € [D, 1]. 
Ekkor Rez — 1—roz(rj 5 —l HE. 


Helyettesítve: 


! j 
[eaz z fa — £)(—1 - öjdt - f (r— DD 4(1—nijdt 
FI ű Ü 


— ala 1; 
5 a 2 


Természetesen ugyanazt az eredményt kaptuk. 
h) Integráljunk a negyedkörön. Ennek egy lehetséges paraméterezése: 


z(f) — cost b isini, f E o, ci 


Ekkor Rez — cost, z(r) — —sinf tt icost. 
Helyettesítve a komplex vonatintegrál képletébe: 


JT 
í3 
/ fizidz s / cost(— sin! ticostdi — 
Y2 ü 


It 


hi i a 
! — sinécost b ÉzOsS tjdt sz 
Ú 


Jt 
COST 1 ri (5 A E) : KN 1 FEL 
2 2 47] 2: 4 
Javasoljuk a Tisztelt Ölvasónak, hogy gyakorlásképpen számolja ki a va-re 
vonatkozó integrált valós vonalintegrálokkal, és vesse össze a két ered- 


ményt. Természetesen ugyanezt kell kapnia. 


Azonban a yy és yz görbékre vonatkozó integrálok értéke nem egyen- 
lő, pedig azonos a kezdő- és a végpontjuk. Ez azonban nem ellentmondás, 
hiszen, mint azt tudjuk, az fíz) — Rez függvény nem reguláris. 
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2. Integrálja az f(z) z z? függvényt az origóból induló, 1-4 4i pontba 
vezető alábbi görbék mentén (5.3 ábra)! 


a) vi: egyenes szakasz 
bh) ya: parabolaív 





0, 5 
5.3 ábra 


a) Számoljunk először valós vonatintegrállak 
főző zíetiyy my hi -2xy, 
téhát a valós és képzetes részek: 


ulx,y) — x3— yt, va, y) — 2xy. 
A görbe égy paraméterézése például: 
z(r) — r-t dír, : € [ü, 1]. 
Így xír) — t, vír) — dt, dx — 1, dy — 4. Azaz helyettesítve: 


l ; 
/ fijdz sz f/ (udx — vdy) t if ívdx -t udy) 5 
FI ú ű 


1 I 
z f/ (rt — any) 1 — 2 -árjdt 4 if (2t- at L( — (HŐ) - 4) dt — 
ú ú 


1 j 
47 lle 
- [ -afarrif —aárdtz —— — pe 
A e 3 3 
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Most lássuk ugyanezt komplex vonalintegrállai számolva. A görbe 
paraméterezése legyen ugyanaz, mint az előbb. Ekkor z (7) — 1-4 di, tehát: 


l 
fi fíjdz — / (tr ára 4 4ödt 2 
FI Ül 


1 
ara f dazzü sa Ti 5 
Új 3 3 3 


Ebben az esetben egy harmadik módszert ís alkalmazhatunk. Tudjuk, hogy 


fí2 — 2 az egész síkon reguláris függvény, így a teljes komplex sikon 
van primitív Üiggvénye, tehát alkalmazható a Newton-—-Leibniz-formula; 


14-di a71tdi 
l 4 
[roszz f Zdz z [£ - arg - E-t 
yi ü 3 3 3 A 


Ü 


Megnyugtató, hogy mindhárom médszer ugyanazt az eredmény szolgáltat- 
ta. 


bi Térjünk át a parabolaív mentén történő integrálásra. 
Kompiex vonatiniegrállai számolva ya: egy paraméterezése: 
z() mr dir, r ETŐ, 1], zt) - 1 Bit. Ezért: 


fi 
fidz f (14 4it)(1 a Bitdt 7 
V2 Ü 


1 
2 fa e3 áj SZ 
- f (rő — 809) 4 (161 - 1280] -iT 


Az integrál értéke ugyanaz, mint a yi görbére vonatkozó integrál. Ezt 
számítás nélkül is azonnal tudhatjuk, hiszen f(z) az egész komplex sikon 
reguláris függvény, így alkalmazható rá a Cauchy-féle alaptétei következ- 
ménye, mely szerint az integrál független az úttól. 


Természetesen ugyanezt jelenti a Newton-Leibniz-formula alkalmaz- 
hatósága, hiszen ennék alkalmazhatósága egyenértékű az úttól való filggét- 
lénséggel. 


3. Számítsa ki az f(z) — ; függvény integrálját az a — 1-t 24 pontból 
a b — 24 di pontba vezető egyenes szakasz mentén! 
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Az fíz) függvény a konjugálás művélete miatt nem reguláris, Így PrI- 
mitív függvénye nincs. Kénytelenek vagyunk tehát az integrált közvétlénűül 
kiszámítani: Először valós vonatintegrálokkat számolunk. Ehhez szüksé- 
günk van fíz) valós és képzetes részére: 











fő-i- ED Key; 2xXY 
éz xaely igy ér y 
Tehát a , koordinátafüggvények": 
K 2 
2. X 7 2. —2xy 
u(X, y) — x Fa ye Vig, y] x2 b y2 


A görbe egy paramétérezése: 2(f) — tt 2ft, t E (1, 2]. Tenát xítt — !. 
yít) —m dr x(r) — 1, y(8 z 2. Helyettesítve: 


[dd - ffdrvsgyai f/ (vdx 4 udy) — 
ff — 4t 2t: 2f 
— Eva 2 dtt 
fe tarat ) 
2 2 2 
2t: 2t r — dt 
rif [AS 1 2) dt - 
f( Ha 4 1 34 ) 


2 
- fa—marz 1-2 
l 


Természetesen komplex vonalintegrállat is ugyanezt az eredményt kapjuk: 





A görbe paraméterezése legyen ugyanaz, Így: 
zG)z 142, Xr) z r— 2it, tehát: 


[ro [76 —i (1-4 2ődt — fa- am 1—2i 
1 


4. Számítsa ki az f(íz) — zZ komplex függvény görbe menti integrálját 
az ábrán látható pozitívan irányított 0A50 zárt y görbére vonatkozólag 
(5.4 ábra)! 





Ismeérétés, hogy az fíz) — z függvény nem reguláris, így a zárt görbé- 
ré vonatkozó integrál kiszámítására ném alkalmazható a Cauchy-féle alap- 
tétel. 


A számítást görbedarabonként végezzük el. 


128 


Légyén yi — 04. Ennek paraméterezése: zír) — it, t E [D. 1], így 
z(r) zi, tehát x(r) — —it, így: 


l 1 
fuz -iridtm (dt z 5 
FI ü Ü 


Legyen ya — AB. Ekkor zít) — (1—f) ti, E [0, I], z(r) — -I, 
zt) — (1 — tt) — ;, tehát: 


l 
fzazf (1—9)— 3) (dt z—É ti 
Ya ü 2 





—ü,2 0 02 Üd 06 08 l L,2 Re 
a.4 ábra 


Végül legyen ys — 53. Ez megadható például a következő alakban: 
zír) — f(1 — 1), r € [0, 1], ahonnan zí(r) — —i, Xi) - —K1 — 1. 


1 2 ! 
o — 1 -nvent eten he Él hul 
jeez f i(l — 2))(—ödt —(—D) h 7! --z 
3 űj 


A zárt y görbére vonatkozó integrál ezen intégrálok összege: 


3 
Mi l l l l 
me d5-———t$i—— s —— ti 
kz1"7?k 
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ami valóban különbözik nullától. Ez a tény az integrálás szemszögéből 15 
alátámasztja azt a tényt, hogy az fíz) — Z nem reguláris függvény. 


5. Számítsa ki az fíz) — Iz] komplex függvény ábrán látható pozitívan 
irányított zárt y görbére vonatkozó integrálját (5.5 ábra)! 


Irn 





9.5 ábra 
Az előző példához hasonláan ez az f sem reguláris, tehát az integrált 
közvetlenül ki kell számítani szakaszonként. Légyen először yi az ABC 
félkörív. Ezt paraméterezhetjük például az alábbi módon: 


zínn — zer : € É A] Így z(r z nie, zén] — 2, tehát: 


f eldz [/ za zz Aj 5], - -8i 


Ezután legyen ya a CA egyenesszakasz. Ezt az alábbi módon írjuk le: 
z(f) mitt E[—2,21. 7 (ri) — i, Izíd] — t. Tehát: 


2 2 2 
face fra zi [57 sz ŰÜ 
F2 -z2 RG ) 


Ezen értékek összege adja a zárt y görbére vonatkozó integrált: 
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feaz - / izidz 4 / izldz s —8i 40 — —8 
F Fi FI 


Ismét különbözik 0-tál. Morera tétele szerint tehát f(z) — Izi valóban nem 
lehet reguláris. 


6. Számítsa ki az fíz) — chz függvény vonalintegrálját a z — l 
pontból a z — 2 4 : pontba vezető aláblhú görbék mentén (5.6 ábraj: 
a) yi: égyenes szakasz (AB) 


b) vo: ACS töröttvonal 
Im 


I 







0, 5 


1 


5.6 abra 


Mivel f nem reguláris, nem létezik primitív függvénye sérn, az integ- 
rál függhet az úttól, tehát minden vonalintegrált közvetlen paraméterezés- 
sel ki kell számolni. 


a) Az AB szakasz egyenlete: zír) — (1 to)kré rt E [0 1], z(f) — 16-i, 
zíth — (ll tr) ti 

Az integrál kiszámításához felhasználjuk a chz és e" függvények kap- 
csolatát megadó alábbt összefüggést: 
2 2 e" 


chz — , tehát chz — 56 4 527 tehát: 


fi chzdz / (e LE 567 dz sz 
VI YI 


j 
1. f/ (erte 4 ezta ) (1 4 ödt — 
Z Jo 
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PT! 
l -- -i - A 

".f (eset ip gitt Dj dr a 
CN [ 


Ig: felrAtt—d — ,-lar-1) ] [4 
— . mm Fe li -— 
2 1— 1-i [d 1-i 
b) Az imtegrál valószínűleg függ az úttól, ezért a töröttvonalra vo- 
natkozólag a számítást el kell végezni. Ehhez felhasználjuk az integrál út 
szerinti additivitását és a chz függvény előbbi átalakítását: 


fi echzdz — / ehzdz — J chzdz 
Fa AC CB 


Az AC szakasz a valós tengelyen van, ezért: (td) —— tt E[1,2].z(h— I, 
zín s t, tehát: 


2 
2 
f ch:dz z / echt. tdt — [she], — sh2 — shl 
AC ] 


A CB szakasz paraméterezése: 
zh) — 2 hírt E[01], z(r) — i, Hír) — 2 — it, Így: 


I 
l —i —3-ti . 
f.szazz f — (e ae TH idt sz 
CB Ú 2 


; [ezi , e7ztit i s 

2 —i i [9 s 
2 -2 22-i  —24i 

— ej — ESNE ÉSE z sh2 — sh(2 — ?) 


Ezek összege adja a keresett integrált: 





(sh(z — 8) — shi) 








/ chzdz s 25h2 — shl — sh(2 — ij) 
Y2 


Ha összehasonlítjuk a yp-re vonatkozó integrál értékével, láthatjuk, hogy 
az integrál valóban függ az úttól. 


4. Itegrálja az fiz) — Ziz— 3z komplex függvényt az ábrán látható 
pozitívan irányított zárt y görbére vonatkozólag (5.7 ábra) 


Mivel / nem reguláris függvény, nem valószínű, hogy a Y-ra vonat- 
kozó integrál nulla, így szakaszonként ki kell számítanunk. 
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Légyen yi részív az AC félkörív. Ennek paraméterézésé zíf) — Lett, 
r € (0, x]. Így zén) — ie z(r) — e". Tehát; 


at 7T 
fízdz - / (zet — 367") -ieldt - f/ ( — 287 — 3ijdt — 
Yi ü ű 


— fed — 3it]) z —3i 
A ya görbe legyen a valós téngely CA szakasza. 
Ennek egyenlete zí) zt, t E[-1Ihz(d) —1.Xf)— tt, 


Tehát 
I 


! 2 
t 
fízldz 7 / (2it — 38) ldt — (2 — 3) - 5] — ű 
Y2 -l -1 
AZ integrál út szerinti additivitását felhasználva kapjuk; 


fra - / fézjdz 4 fi fiddz — —3ixm 40 — —3iír 
p Fi Y2 





5.4 ábra 


8. Számítsa ki az f(z) — 2. n E Zg komplex függvény intégrálját 
egy tetszőleges rektitikálható görbére vonatkozólag! 


Ha a görbe zárt, akkor alkalmazzuk a Cauchy-féle alaptételt, Ugyanis 
nemnegatív egész kitevő esetén az f(z) — 7" függvény reguláris a teljes 
komplex síkon, így bármely zárt görbére vonatkozó integrálja zérus. 


Ellenőrizzük ezt egy konkrét esetben! 
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Legyen a y egy zg középpontú, r sugarú körvonal. (A továbbiakban 
erre a Cízo, r) jelölést fogjuk használni.) Ennek egyenlete: 


(9) —zg kre re [0, 2z zh) z ir tel 
Ezek felhasználásával a binomiális tétel alkalmazásával kapjuk: 


ZT 
MEGYON 
[78 z / (zo h re") ire"dt — 
y ú 


dm NH 
— 1) pa (4) : (reéry . re dt s 


kéz 


ú 
H új 1 
S (jarta ff99a 
k uh 


kt] 


az HA n-k TT (KAN tt ) 
2(8 aka D (e ) 75 


Ha a görbe nem zárt, akkor a regularitás miatt alkalmazhatjuk a Newton-— 
Leibniz-tételt, zen akkor f-nek van primitív függvénye, méghozzá 


Hi 





Fízi —— . zett nzs0. 


Legyen a görbe kezdőpontja a, végpontja b. Ekkor bármely a-ból 5-be 
vezető vy görbe mentén; 


b 
i h pet ert] 
Öddzz ! 2dz- — [71] -———— 
[re / "egál sült? nt] 


A mondottak természetesen változtatás nélkül igazak bármely zg € € 
komplex szám esetén az fíz) — íz — 0) , n z Ü függvényre ís. 


9. Szárnítsa ki az fíz) — : függvény vonalintegrálját az alábbi zárt 
görbék mentén: 

al yi: Grigó közepű, r — 2 sugarú körív, azaz yi — €(Ü, 2). 

b) ya: 20 - 3 középpontú, r — 2 sugarú körív, azaz ya - C3,2 

Mindkét görbe legyen pozitív irányítású (5.8 ábra). 
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a) A vi zárt görbe belsejében az f(íz) — : függvény nem reguláris, 
hiszen a z — 0 pont a függvény szinguláris pontja. Nérn alkalmazható tehát 
Cauchy alaptétele. Paraméterezzük yj-et: zíf) s 2 e" : E [0. 2r]. Ekkor 
za) — 2. e", tehát: 


LAT 
rt ti ; 
$ ez f/z Jzi 2ie dt - / idt — 27i 


Ez égy nagyon fontos eredmény, amit a későbbiékben még számos alka- 
lommal felhasználunk. 


Ím 





5.B ábra 


A számítás alapján egyrészt világos, hogy a kör sugara nérn befolyá- 
solja az integrál értékét. Sőt a Cauchy-féle alaptétel többszörösen össze- 
függő tartományokra vonatkozó általánosítása alapján az ís világos, hogy 
a görbe alakja sem számít, csak az, hogy Y olyan zárt görbe legyen, amely 
egyszer pozitív irányban megkerüli az origót. Legyen ugyanis y tetszőle- 
ges ilyen görbe, y pedig olyan origó közepű kör, mely teljes egészében y" 
belsejében van. Ha az r sugár elég kicsi, akkor ilyen van. Erre vonatkozó- 
lag az integrál 2-ri, az idézett tétel szerint pedig: 


bed hez 2 
vo y 


h A C(3, 2) köríven és azon belül fíz) ; reguláris, tehát Cauchy 


alaptétele szerint: 
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$:x-0 
2" 


És ez Így van tetszőleges olyan rektifikálható zárt görbére vonatkozólag, 


amely nem tartalmazza belsejében az origót, és nem is halad át rajta. 


Mivel azonban az integrál kiszámítása nem oköz különösebb gondot, 


gyakorlásképpen elvégezzük. 


A C(3, 2) görbe egy paraméterezésez zír) — 3 4 2e", t E ([D, 27]. 
Ekkor 2/(r) — 2ie", ugyanaz, mint az a) pontban. Így: 


1 én l , HA 
nagjg sz ja jer "ie dt 
vo? ag 3t ze 


FiTéT 
- [Ia ]3 42e"l], -115—1n5 50 
f 
AZ integrandus — alakú volt, és kihasználtuk, hogy az e" függvény peri- 


ódusa 2-ri. Megnyugtató az összhang az általános elméleti eredménnyel. 





A problémát azonnal általánosíthatjuk is. Legyen fízi — ; 7 el ahol 


zo E €C tetszőlegesen rögzített, y legyen a z — zo pontot egyszer pozitív 
irányban megkerülő rektifikálható zárt görbe. Ekkor: 


t . dz - Tri 
pt z 


Az előzőek alapján a részletes számítást a Tisztelt Ölvasóra bízzuk. 





B l 
10. Állítsa elő az fíz) — ; függvény egy primitív függvényét a 
komplex sik egy alkalmas egyszeresen összefüggő nyűlt F halmazán! 


Már a 9. példában 15 említettük, de az elemi függvények értelmezésé- 
nél is szó volt arról, hogy az fíz) — 1 függyény az — Ü pontban nem 


reguláris, a z — 0 pont a függvény izolált szinguláris pontja. Ez azt is jelen- 
t, hogy a függvény regularitási tartornánya nem egyszeresen összefüggő 
halmaz. Ha azonban a komplex síkot felmetsszük a negatív valós félegye- 
nes mentén, akkor a kapott felmetszett sik már egyszeresen összefüggő, 
melyben az fíz) függvény reguláris, Így van primitív függvénye is. Például 
bármely ponthoz tartozó integrálfügegvényé prirnitív függvény. Rögzítsük 


136 


az a — ]l pontot, legyen ez az integrációs út kezdőpontja, a végpont pedig 
tetszáleges z s 0 komplex szám. Az integrációs Út konkrétan legyen az 


ábrán látható y görbe, mely áll az (1, Iz[] intervallumból és a Iz] — 
sugarú körívből (5.9 ábra). 


Jelölje ezeket rendre vj és Ya. A primitív függvény ekkor, az integrál 
út szerintit additivitását felhasználva, a következő módon számítható: 


y" 7 Z 
F2 
Iz] l 
- f: —dt 4 f a 7 . Izt - def dt — 


— [In ej] ap 1 f/jat z InIz] 4 ip — In Iz] 4 iargz — Inz, 
0 


amely éppén a komplex logaritmusfüggvény ,főága". A jelzett tartomá- 
nyon tehát az fiz ; függvény primitív függvénye a Fíz) — Inz függ- 


vény, mint a valós analízisben. Ez tehát azt jelenti, hogy az fízi — ; függ- 


vényt az ] ponttól z-ig tetszőleges, negatív valós félegyenest nem metsző 
és 0-t nem érintő rekufikálható y görbe mentén integrálva: 


z 
fzdz fen 
yt iz 





5.0 ábra 


11. Szármítsa ki az fiz) 5 -. n z 2 komplex függvény vonalinteg- 
rálját tetszőleges rektilikálható Y görbére vonatkozólag! 
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Az f függvény az — Ú pont kivételével a teljes komplex síkon 
reguláris függvény, az — 0 pont izolált szinguláris pont. A függvény 
regularitási tartománya tehát nem egyszeresen összefüggő. 


Első esetben legyen a y görbe zárt. Ha y nem kerüli meg az origót, ak- 
kor y a regularitási tartomány egyszeresen összefüggő részében halad, tehát 


alkalmazható a Cauchy-féle alaptétel, Így tetszőleges origót nem megke- 
rülő és nem 18 érintő egyszerű zárt y görbére vonatkozólag: 


1 
—fz szü 
fz 


Ha a y görbe egyszer pozitív irányban megkerüli az origót, az integrált 
közvetlenül ki kell számítanunk. Először számoljunk egy origő közepű r 
sugarú körre vonatkozólag, ennek egyenlete: 2(r) — re", rt € [0, 37]. Így 
z() — rre", tehát; 


1 z 1 . dt i Hi ((1— nt 
üz - na he dt — — € di zt 
Y o (ze) Hg0 
l 


í(1—mjém B 
merget ee 

Tehát azt a figyelemre méltó eredményt kaptuk, hogy az origót megkerülő 
bármely körvonalra vonatkozólag nulla az integrál értéke. A Cauchy-féle 
alaptétel többszörösen összefüggő tartornányokra vonatkozó általánosítás 
szerint a kör helyettesíthető tetszőleges alakú, origót megkerülő egyszerű 
zárt görbével. 


Vegyük észre, hogy a fenti formulák nem érvényesek n s —1 esetén, 
nem véletlen, hogy külön pontokban (a 9. és 10. példában; foglalkoztunk 





az fiz) — : függvény integrálásával. 


Ha a y görbe nem zárt, hanem égy a pontból egy £ pontba vezet, 
anélkül hogy áthaladna az origón, akkor alkalmazható a Newton-Leibniz- 


tétel. Ekkor úugyams az fiz) 5 szt n z 2 függvénynek létezik primitív 


függvénye: 
I I 
Fíz) — 1-n 
1 "a I 1 1 
en [doc [doc (orr) 
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A mondottak értelemszerű változtatással igazak tetszőlegesen rögzített 
zn EC esetén az 


l 
fízi — g—zgy A 


függvényre, melynek a z — zg pontban van izolált szingularitása. 


z2 


IZ. Számítsa ki az alábbi komplex függvény vonalintegrálját a 
ize ítt ]lz4ij-4 
egyenletű pozitívan irányított y görbére vonatkozólag (5.10 ábra)! 


2. 37—i 
fD- e 








"(ú ábra 


A y zárt görbe egy olyan ellipszis, melynek főkuszai ( és —i, fél 
nagyténgelye 2, fél kistengelye pedig v3. 


Az f függvény nem reguláris az — Ü és a z — ( pontokban. Ezek a 
szinguláris pontok benne vannak az ellipszis által határolt tartományban. 
Így alkalmazhatjuk a Cauchy-féle alaptétel többszörösen összefüggő tarto- 
mányokra vonatkozó általánosítását. Ehhez vegyük körül a két szinguláris 
pontot egy-egy olyan pozitívan irányított körrel, melyek sugara 1-nél ki- 
sebb, például legyen r — 7: Tehát yi — c(0, 2). - cC(i, 2). Az idé- 
zett tétel szerint az elliípszisre vonatkozó integrál egyenlő a körökre vonat- 


kozó integrálok összegével, ha mindegyik görbe pozitívan van irányítva: 
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fra - [3 fizidz t $ fizdz 
F FI Y2 


Az integrálok kiszámításához az f függvényt parciális törtek összegére 
bontjuk: 


32-i l 2. 





zz-d z " z-i 

Ez a felbontás azért hasznos, tmert az első tag a yo görbén és azon belül, 
a második tag pedig a yj görbén és azon belül reguláris. A Cauchy-féle 
alaptétel szerint ezen körökre vonatkozó integráljuk zérus. Így elég tehát 
mindkét tag esetében a , másik" körre integrálni. Felhasználva a 9. példa 
eredményét: 


fron- b md d — gz- 27i42.2ni — őni 
z z-i 
F FT His 


13. Számítsa ki az alábbi f függvény vonalintegrálját a 3--2i, —3-H2i, 
3—2Ii, —3—2i csúcspontú téglalap határvonala mentén pozitív körülzjárással 
(5.1t ábra)! 

dt 3i1—2 
fg) - 


2 4 (i— 72 —2i 





5.11 ábra 


Először is vizsgáljuk meg a függvény régularitását. Ha a nevezőnek 
van olyan zérushelye, ami a számlálónak nem zérushelye, akkor az bizto- 
san szinguláris pontja f-nek. Ezért először szorzattá alakítjuk a nevezőt. 
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Komplex polinomok ésétébén mindig van annyi gyök, amennyi a polinom 
foka, tehát a szorzattá alakítás mindig elvégezhető; 
fíz) — SZT 31 2 
(íz tikz— 2) 
A két zérushely tehát a Z és a —i, melyek a számlálónak nern zérüshelyei, 
így ez a két hely a függvény izolált szinguláris pontja. Ez azt jelenti, hogy 
a függvény regularitási tartománya nem egyszeresen összefüggő. 
Alkalmazható tehát az előző feladat logikája, vagyis a Cauchy-alap- 
tétel általánosítása. Ehhez körülvesszük az izolált szingularitásokat egy- 
egy olyan körvonallal, mely teljes egészében a y-n belül van, és melyek 
mindegyike pontosan egy szinguláris pontot kerül meg pozitív irányítással. 


Például az r — 2 sugarú körívek megfelelnek. 


Legyen Yi — c(2. 5) Ég Va — c(-i, 7) 


2. 
Most parciális törtékre bontjuk az f függvényt: 
t 3 
m bt —— 
JA) zti 7-2 


[tt az első tag a yj-en és belsejébén, a miásodik pedig a ya-n és belse- 
jében reguláris, így integráljuk zérus. Az idézett tétel szerint ekkor: 


3 ] 
fadz b dzs ——s edz 
$ yt 2 veti 


A 9. feladat eredményeit felhasználva: 


$rotz 3.2zit 1 -38rr— ri 
Y 





14. Számítsa ki az f komplex függvény vonalintegrálját az origó kö- 
zepű r -— 2 egység sugarú körre vonatkozólag pozitív irányítás esetén, ha 
zF2Z1 4047 


ÁLÉKÉNTEGTÜ?TET 


Először vizsgáljuk meg az integrandus regularitását! 


A nevezőnek két zéruüshelye van: —], 37. Ezék a komplex számok a 
számlálónak ném gyökei, tehát ez a két pont a függvény izolált szingula- 
ritása. Ezek közül csak a —] esik a megadott y görbe belsejébe, a 3i kívül 
esik rajta (5.12 ábra). 
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Bontsuk fel f-et parciális törtek összegére: 

l 
M9- e ETET TT 
Áz összeg második tagja a C(0, 2) görbén és annak belsejében reguláris, 
az alaptétel szerint v-ra vonatkozó integrálja zérus. Elég az első taggal 
foglalkozni. Ehhez felhasználjuk a 11. példa eredményét és az ott említett 
általánosítást, mely szerint: 


frei fas arpi 


ahol az általánosítást za — —1], n — 2 esetén alkalmaztuk. 


Ím 





5.12 ábra 


15. Számítsa ki az f(z) s ; " nz függvény integrálját az origó kö- 
zéppontú r sugarú, pozitívan irányított körív mentén! 
A függvény égyetlen szinguláris pontja az origó, a megadott y görbe 


ezt megkerüli. Az alaptétel tehát nem alkalmazható. Paraméterezzük ezért 
a vy görbét a szokott módon; zít) — rö re [0, 25]. z(r) mir e", Ezért: 


mt in(r-e") ír éa 
fra - —— eg Te dr mi [ (lnyr tk itt 
Y ü F-e€ € 
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372 

mf- arcrtiő] sz gt hi. 2 -dnr 
2 ül 

Felhívjuk a figyelmet arra a nyilvánvaló tényre, hogy többféle dolgot jelö- 

lünk ugyanazzal a szimbólummal. f-ben An" a komplex logaritmus főágát 

jelöli — ha mást nem mondunk mindig ezt jelöli -, a végéredménybeli ,1n" 


pedip a közönséges valós logaritmusfüggvény. 


Ha g egy olyan zárt görbe lenné, amely nem kerüli meg az örigót, 
akkor y" benne van f regularitási tartományának egyszeresen összefüggő 
részében, így ekkor az alaptétel szerint: 


fra —- 0 
y" 


16. Számítsa ki az fíz) — cos(2 b Hz komplex függvény vonalinteg- 
rálját az origóból a 2 -- 47 pontba vezető zífr) s £-t ir" tE [0, 2] parabolaiív 
mentén (5.13 ábra)! 





05 1 I,5 2 Re 
5.13 ábra 


Komplex vonalintegrállal számolunk. 
Az adott paraméterezésből z(n) - 1 4 2it, tehát; 
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2 
fesse t izdz — / (cos(2 ti): fi -k i22) ) (14 Zitjdt sz 
y ú 


2 
l . ; , 2 . 
er [Rt E ZD esz (ei dt - 


I i . szé sinlői 
egi dn2 40 (er üt HA Tri 


Az integrál kiszámításához felhasználtuk a valós analízisből jól ismert 


/ fig(x)) -g0oddx — F(g(x))tC 


integrálási szabályt, ahol F az f függvény primitív függvénye. 


Természetesen ugyanezt az eredményt Kapjuk, ha alkalmazzuk a 
Newton-Leibniz-tételt. Mivel az integrandus az egész sikon reguláris, ezért 
létezik primitív függvénye, akkor pedig tudjuk, hogy az integrál csak a 
kezdő- és végpont függvénye. Könnyen ellenőrizhető, hogy a primitív 
függvény: 


simíz hi 
Haz er pi 
Tehát: 
2-t-di iní2 Üz 2--di 
foo t zdz — f cos(2 -b ijzdz — e] - 
, 0 2ti ö 

1 . , . sin I 

- ti ( sin(2 ki) (2-4 4? 0) 7] 


Valóban ugyanazt az eredményt kaptuk. 


17. Integrálja az alábbi függvényeket a megadott görbék mentén! 
fíd — sin 3z, 
fel) — get, 
fz(íz) — Zichiz, 
fala) 7 35 4 iző 4 Sz, 
ha az integrációs Út: 
a) tetszőleges zárt rektifikálható y görbe, 
b) rögzített a, b € € esetén a-ból b-be vezető rektifikálható y görbe. 
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a) Ezek a fitggvények mindannyian regulárisak a téljés komplex sikon, 
igy a Cauchy-téle alaptétel szerint tetszőleges rektifikálható zárt görbére 
vonatkozó integráljuk zérus: 

fitoaz — 0 k- 1, 2, 3, 4. 

y 


b) Ha a y" görbe nem zárt, akkor mindegyik esetre alkalmazhatjuk a 
Newton-Leibniz-tételt, hiszen az említett regularitás miatt mindegyiknek 
van primitív függvénye, tehát: 


B - b 
f/firdaa sz ). sin izdz — - z] - — 5 (cos 2b — cos Za) 
Y dt a 


ezv 3 
J2(DOZ z 13. edz z — 3. - z(e . e) 
5 5 
a ai 
[dos z f zrchizdz — 2i - e — 2 . (shib — shig) 


[/docz f/ (3 4 iz 4 Szjdz — 


7 a7k 
5.5 eső - 





4 2 


i 
a) a a (4 - 6) P4(H — e) 


il 
sad La 
reza, 

úg 





5.14 ábra 
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A Cauchy-féle alaptétel hatékonyságáról igen könnyen meggyőződhet 
a Tisztelt Civasó, ha a fénti integrálokat egy konkrét paraméterezéssel 
vonalintegrálként kiszámítja. 


Példaképpen álljon itt az fj(zi — sin 2z függvény 0, —i, 1 — i csúcs- 
pontú háromszögre vonatkozó intégrálja poznív irányítás mellett (5.14 áb- 
ral. 


AZ integrandust meghagyhatnánk ebben a formában is, a 16. példában 
így dolgoztunk. Ezért most más utat választunk. Felírjuk fr(zs-t exponen- 
ciális függvényekkel: 


MÁZ z sin27 — -; (e MR e 


Felhasználva az integrál út szerinti additívitását, integrálhatunk szakaszon- 
kérit. Kezdjük az CA szakasszal. 


Ennek egyenlete: zír) — —it, t €- (6, 1]. z(r) — —i. 


A fi (zjdz — — :[ (e ZA it e j (—idt — 
tt Nht - — o fehéig 7 1 0 chi 
-4[ (e jdt f sh2idt - s -2-- 


Az AB szakasz egy paraméterezése: zi) — 1— tt E TÓ. 1.z(d 7-1 
Tehát: 


1 
KN B 21(1—) ——78r—DN Hl 
filzdz — 3) (e € ) dt - 


AB 


1 I 
- 1 J [ett e ge] dt z ! / sh(2 4 2irjdt — 
ai i fg 


- [9e3 4 29] 9h2 — ch(2-4 2) 
nec atti felt Jég ét 


Végül integráljunk a 50 egyenes szakaszon. Ennek egy paraméterezése; 
zH— 1 -rt(í(r— hr EI IIL.z(ff —- —1 4; Ezért: 


Í. fi (zidz :[ (e T(1— rk ríg— 9 4 E emet 99) . (i a. Vet — 


vs -2 f (e2r2001— 0 cz e 23200 n) . (1 — Ddt — 
ü 
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. I ; 1 
1— 1] . . chíz FX n 
——— shíz 4 21 — Hdt — (1 4 d tre ezrei - 
: / 24204-dtzatdi [grg ]. 
. chi zn I 
2 zZ 
Ha összeadjuk a fenti három egyenes szakaszra vonatkozó integrál értékét, 
megkapjuk a kijelölt zárt görbére, vagyis az OABÓ háromszögre vonatkozó 
integrál értékét: 
l ch a ehz chi2 th 2i) . ehí2 4 2i 1 
$ hidd - 2 - SS ( ) , eh ) 


MG sándgnne ult suuzllait né 


egybehangzóan az aptételtet, Azonban az a) ponthoz képesti aránytalanul 


sokat kellett számolni, és a számításunk csak egyetlen zárt görbére, égy 
,egyszerű" hárornszögre vonatkozik. 


18. Számítsuk ki az alábbi komplex függvények integrálját a megadott 
görbék mentén! 

a) fjiízd — 2z - shiz 
Yi:a2a—-—] pon a b — ( pontba vezető origó közepű negyedkörív. 


h) $(z) — fv :Inz 
ye: az a — 1 pontból a b — I 4- £-be vezető egyenes szakasz. 


2 
0) hid zzz -e 
Ya: az origóból a — 1 — i pontba vezető parabolaiv, melynek téngelye az 
Imz tengely. 


a) Az Á függvény mindkét tényezője a teljes komplex síkon reguláris 
függvény, Így szorzatuk is az. Így /j-nek létezik pomitív függvénye, és 
a sik tetszőleges a és b pontja és e pontokat összekötő rektifikálható Yi 
sörbe esetén az integrál csak a kezdő- és végpont függvénye. Á primitív 
függvény előállítására alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét: 


jú ehiz , 2. 
f/ 27" shizdz — 225 si — f 7 - chizdz — 
úr kai fej 


h . 
Sz : chiz] — zZ sz 
! FA) 


a ili 


e 
— 


il 


2 
7 (bchib — achia) 4 2(shib — shia) 
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A parciális integrálás alkalmazhatóságának jogossága közvetlen deriválás- 
sal ellenőrizhető. Konkrétan a megadott határok esetén: 


i 
J z2z : shizdz — 2ch(—14 4 35h(— 1) — fehi — dshi 
I 


b) Az fh függvény két olyan tényező szorzata, melyeknek a z — 0 pont 
szinguláris pontja, így fa egyetlen pontban nem reguláris, és ez az origó. 
Az onigótól megfosztott komplex sik nem egyszeresen összefüggő, de a 
regularitási tartomány bármely egyszeresen összefüggő résztartományában 
az. f,-nek létezik primitív függvénye. Így alkalmazható a Newton-Leibniz- 
tétel, és ebben az esetben a parciális integrálás módszere, bármely olyan 
a-ból b-be vezető görbére, amely teljes egészében az origót nem tartalmazó 
összelüggő nyílt halmazban halad: 


b b b b 
! l 
f jlKÜS - f -1 1. 1-2 nz- — 
a Z a Ja 2 £ z £ Ja 


- ke ] - . nak D-i - (lnb41) 


A deriválási szabályok alkalmazásával ismét könnyen ellenőrizhető, hogy 
a parciális integrálás módszerével primitív függvényt kaptunk. 





Ha felhasználjuk, hogy Inz — In Iz! -ti-argz, és hélyettesítjük a konkrét 
határokat: 


Mé naz 1 
J ay táz z ] — -ílmii -- Fr -k 1) — 
] zi ] 4 r 


-1- sz [evzr 1) 


Í 4 i 


c] Az fs függvény ismét a teljes síkon reguláris függvény, tehát az 
előzőek mintájára bármely a-ból b-be vezető rektifikálható ya görbére par- 
ciális integrálással ján 


b 
pi 

fízudz [doc -i 2.-[22-e Ídz 
[ [[7-eeő) 


h1) 


21? b 2 27 
(z-é] fv dz - [2-9 ez 
a J 2 a 

(a net) 





ma B] 


- 5 ((52- ne ; 


1 e" 


B 
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Helyettesítve a konkrét határokat kapjuk a kérdéses integrál értékét: 


-1—i 5 I han? 
/ e dz - 5 ((C-1- 97 -njet! ) - (0-1) - 


z a (ei — 141) 


Ezzel a feladattal az volt a célunk, hogy illusztráljuk a valós analízisben 
megismert integrálási szabályok reguláris tüggvényekre való alkalmazha- 
töságát. 


A parciális integrálás szabálya mellett érvényben maradnak a többi jól 
ismert szabályok az 


fe Fo(z) - fú2 Fetz)) - gt) 


alakú integrandusokra, a linearizáló formulák stb. Ezeket illusztrálandó 
utalunk a következő példára. 


19. Adjon meg olyan f tartományokat, amelyeken belül az alábbi 
függvényeknek van integrálfüggvénye, és állítson ís elő egy-egy integrál- 
függvényt! 

a) fjízi cosíz-sinz 

b) A(z) — előz 

c) A(z) s ctgízz— 1) 


; 
MELLÉT EGYITTEET 


e) fs(d — 4242 


al Az f) függvény a teljes sikon reguláris, tehát tetszőleges a € € 
választható az integrációs út kezdőpontjának, ekkor az integrálfüggyény 
bármely z € € esetén; 


2 z d z 
Faiz) — f/ A (tat - fi cost. sinédő — — e J — 


4. 





- : [cos ét —— cost 2) 


Itt alkalmaztuk az f?(z - f (dd alakú integrandusra vonatkozó, valós ana- 
kizisből jól ismert szabályt. 


149 


b) Az fc függvény szintén reguláris a teljes komplex sikon, Így tet- 
szőleges a E € kezdőpont és tetszőleges z E € végpont esetén létezik 
integrálíüggvény. Alkalmazva egy linearizáló formulát: 


Falz) / chőtt / ze 2 [DE et - 


2 
Hi l (s Hi sh2a 42—a) 


o 2h 2 2 
c) Az fs függvény nem reguláris a teljes síkon, hiszen: 
cosízz — 1) 
z ctg(2z— 1) — ——— — — , 
JA) — etelt 1 e) 


és a sin(2z — 1) nevező minden zérüshelye /4-nak szinguláris pontja. Ezek 
a 27 — 1 — kir egyenletet kielégítő pontok. Bármely olyan f tartomány, 
amely ezek közül égyét sem tartalmaz, az fs; függvény regularitási tarto- 
Tnárya. 


Ilyen például a ű a 2-KRez—- 1 - s égyenlőtlenségnek eleget te- 
vő képzetes tengellyel párhuzamos végtelen sáv, nevezik ezt , főperióus- 
sáv "-nak 15 (5.15 ábrak 


Ím 





53.15 ábra 


rt] 





Ez azt jelenti, hogy az 5 az Rez z sávban fz(z)-nek létezik in- 


tegrálfüggvénye. Tetszőleges, ebben a tartornányban haladó, rektifikálható 
görbére, melynek kezdőpontja a rögzített a € €. végpontja a tetszőleges 
z E C, az integrálfüggvény: 


Fid T - I 
F.(z - f/ ctg (27 — idt z / szeret — 
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I ; z 1] sin(éz — 1] 

- 2 ntsn 28-19]. LL ETGYE DJ 
Az interrálás sorá ; I f (2) 
z integrálás során felhasználtuk, hogy az intégrandus f2 

d) Az fd tüggvénynek több szinguláris pontja is van, ézek a neéve- 
ző zérushelyei, valamint az Inz függvény szinguláris pontja. Konkrétan a 
zt Zi — Ű egyenlet megoldása a z — —2i kormplex szám. Ez egyúttal 
az Iníz 4 2i) komplex függvény szinguláris pontja í5, hiszen tudvalevő, 
hogy az fíz) — Inz függvény egyetlen szingularitása az origó. Másrészt az 
Inízt 22 — 0 egyenlet megoldása is szinguláris pont. Tekintettel arra, hogy 
Inz — InlIz] 4 í - argz, ezért In 2-nek csak az — Í valós szám az egyetlen 
nullahelye. Így az — 1 — 2 is szinguláris pont. Mindén olyan egyszere- 
sen összefüggő résztartományban létezik /4-nek integrálfüggvénye, amely 
nern tartalmazza ezt a két pontot. Nyen résztartományai a komplex síknak 
például Rez 2 I, Rez a 0, Ímz 5 —2 (5.16 ábra), Imz a —2 félsikok. 


alakú. 








5.lL6 ábra 


Egy ilyen tartományban levő tetszőlegesen rögzített a € €. bármely 
z E ( és ezeket összekötő ugyancsak az adott tartományban haladó bár- 
mely rektifikálható Yv görbe esetén létezik integrálfüggvény: 





zZ 
l NT 
Fal - ! —————— dt - In In (t 4.29 - 
a(z) / TEHJNETJő [in íz a 29), 
§i lníz HZ) 
71" (ő F 51) ) 
! 
Felhasználtuk az integrálás során az integrandus TrE alakját. 


ÉSI 


e) Az fxíz) — $zr2 függvénynek egyetlen szinguláris pontja van, 


ez pedig a gyök alatti kifejezés zérushelye, az — —2 pont. Bármely 
olyan egyszeresen összefüggő tartomány megfelel a célnak, amely nem 
tartalmazza a z — —Z pontot. Ilyen lehet például a Kez 5 —2 vagy 


az Imz 5 Ú télsík. Ezeken belül létezik integrálfüggvény tetszőlegesen 
rögzített a € € és bármely z € € mellett, ha az összekötő görbe is a 
tartományban halad: 


Hoz [9 erat f (tre - ELSO - 


- 5: (ar23- ar) I 


A felsorolt példák nemcsak az integrálfüggény előállításának módját hi- 
vatottak illusztrálni, hanem arra ís rávilágítanak, hogy megfelelő feltéte- 
lek teljesülése esetén a valós analízisben megismert intégrálási szabályok, 
megszokott formulák változtatás nélkül alkalmazhatók a komplex függ- 
vénytanban 15. 


5.2 A Cauchy-féle integrálformulák alkalmazása 


Gyakorló feladatok 


1. Számítsa ki a 





37 —i 
L — 
BÁ) 2 —3z 
komplex függvény integrálját a [Iz — 27 — 1 körvonal mentén, pozitív 


irányítás mellett (5.17 ábra)! 


Ím 





5.17 ábra 
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A nevezőt szorzattá alakítva azt kapjuk, hogy gíz) — — Egg ahon- 
nan leolvashatók a g függvény szinguláris pontjan azj — Üésam szz2 


izolált szingularitások. A megadott y görbe csak a z — 2 pontot tartalmazza 
a belsejében, a z — Ő pont rajta kívül esik. Ebből következik, hogy az 


fíz - 32 —t 


függvény a y görbén és belsejében reguláris. Alkalrnazható tehát a Cauchy- 
féle mtegráltormula az f függvényre és a zp — 2 pontra vonatkozólag. 


Tehát: —- 5 fs ízidz -z $ di — f(2) Azaz a keresett integrál 
y 





értéke frrvas — 2ri- fé2) — Ami: —- — míl 4 6. 
y 


cosízurz] 


2. számítsa ki a z 
íz) 234 


függvény vonalintegrálját a 


Iz— 2il 4 Iz] 4 
egyenletű, pozitívan irányított ellipszis mentén (5.18 ábra)! 


Ím 





5.18 ábra 


Isrnét a nevező szorzattá alakításával kezdünk: 
cosízirz] 
72) -— ———— 
BD- TZIDgt 2) 
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A nevező zérushelyei a 2i és a —2i komplex számok, melyek a szám- 

lálónak nem zérushelyei, tehát g-nek izolált szingularitásai. A. megadott 

ellipszis csak a z — 27 szinguláris pontot tartalmazza a belsejében, a másik 

rajta kívül esik. Így célravezető az integrandus alábbi álalakítása: 
cosfzirz) 


Hesg 
, ahol fíz) — EETEGY 


Ezzel a definícióval f reguláris a y görbén és annak belsejében. Így al- 
kalmazható a Cauchy-féle integrálformula az f függvényre és azg — 2i 
pontra. Tehát az ellipszis menti integrál a Cauchy-formulából adódó 


l fiz) 
vek2oz 72si 2-2 


gíz] — 





sz dz — fí2H) 
egyenlőség alapján: 


fetda — 2ri- f(2i) — Zri- mi — 
F 


hala 


3. számítsa ki a gízi — Ez komplex függvény vonalintegrálját tet- 


szőleges olyan egyszerű zárt rktifikálható y görbére vonatkozólag, amely 
egyszer pozitív irányban megkerüli az origót! 


Vezessük be az fíz) — sh(iz) jelölést. Az függvény a teljes komplex 
síkon reguláris, így a kijelölt vy görbén és annak belsejében 15. 


A g függvénynek a 25-nal való osztás miattaz — 0 az egyetlen szingu- 
láris pontja, a y görbe a feltételek miatt ezt éppén a belsejében tartalmazza. 
Alkalmazzuk a deriváltakra vonatkozó Cauchy-féle formulát az 
f(z) — shííz) 
függvényré és a zy — Ü pontra vonatkozólag n — 5 esetén: 


a! 
aV2áz 7 Az ai de 


Mivel shi - PP .ch(iz) — i : ch(iz), ezért a kérdéses integrál átrende- 
zéssel és helyettesítéssel adódik: 


277 
fsz - 5 - sz — i - ch — Tár 


a! 
2 
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sim 2z 
(íz tiz 
vonatkozólag, ha y égy olyan pozitívan irányított téglalap, melynek csúcs- 
pontjai az I, IL — 4i, —I — 4, —1 komplex számok (5.19 ábraj. 


4. Számítsa ki a gíz) — függvény integrálját a v görbére 





5.19 ábra 


A g függvény számlálója mindenütt reguláris, nevezőjének egyetlen 
zérüshelyé az — —isr pont. Ez a hely a számlálónak nem nullahelye, tehát 
g-nek izolált szinguláritása, A kijelölt y téglalap belsejében tartalmazza ezt 
a szinguláris pontot. 


Ezért az integrál kiszámításához felhasználható a differenciálhánya- 
dosokra vonatkozó Canchy-féle integrálforrmnula fíz) — sin2z, zg — —2n, 
n — 3 jelöléssel: 


31 31 sin 2z (3 ; 

m-- dz — -— h———— dz - NN 

xi fo : si fe Feyyet te FT (—ín) 
Mivel FÖrz) — —2? . cos 2z, ezért 

FON —-ir) z —8cos(—2imr) z —8eh(—2rry — —8ch2r, 
így átrendezéssel kapjuk a vonalintegrál értékét: 


fed — (-Beh2n) — — e ehüt 
y ! 
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5. Számítsa ki a gíz]) komplex függvény vonalintegrálját 


21 
(íz -k 1) 


a iz — 5] sz l egyenletű pozitívan irányított y görbe mentén (5.20 ábra)! 








5.20 ábra 


Á regularitási vizsgálathoz szorzattá bontjuk a nevezőt: 
2i 

zzz tiz) 
Leolvasható, hogy -nek a teljes komplex síkon három izolált sztnguláris 
pontja van; í, 0, —i. A y görbe egy olyan kör, mely ezek közül kettőt 
tartalmaz a belsejében, a 0 és ( pontokat, a —i rajta kívül esik. 

Az integrál kiszámításához felhasználjuk a Cauchy-féle alaptétel több- 
szörösen összefüggő tartorhányokra vonatkozó kiterjesztését. Ehhez körül- 
vesszük a szinguláris pontokat egy-egy olyan pozitívan irányított körrel, 


mely csak egy szinguláris pontot kerül meg. Az r — ri sugár például még- 


felelő, Ilyen feltételek mellett a y-ra vonatkozó integrál egyenlő a yj-re és 
ya-ré vonatkozó integrálok összegével: 


fetga — $ eízidz §t ? gízjdz 
F FI FZ 


gíz) — 
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A yi görbe belsejében levő szinguláris pontot a nevező z tényezője okozza. 
Ezért célszerű a yzy körön való intégráláshoz g alábbi átalakítása: 








2 
21 2 
el z —TTTT zri 
z(z k 1) Z 
Ez azért hasznos, mért a számlálában álló 
2 


függvény yi-en és azon belül reguláris. Alkalmazható tehát a Cauchy-féle 
integrálformula fi és zg — Ú esetén: 


? gízidz — $ MD, 2ri . fj(0) — —4 
F] YT k 


Ha a ya körön integrálunk, az integrandust hasonló logikával az alábbi 
módon alakítjuk át: 





zi 
21 zíz ti) 
I) — ———— 
atz) zíz — Ö(z ti) z-i 
Ekkor ugyanis a számjálóban levő 
21 
Iz) — ———- 
fd) zíz ti) 


törtfüggvény reguláris a ya körön és azon belül, tehát ismét használható a 
Cauchy-réle integrálformula f5-re za — f esetén: 


t g(zjdz — $ JD gyz dni. ff) — 2 
p3 veti 


Az eredeti y görbére vonatkozó integrál — a korábbiakban mondottak sze- 
rint — ezen iteégrálok összege: 


fetoaz z —dr-b2r — dm 
F 


h3z 
73 — 72 





6. számítsa ki a píz) — komplex függvény integrálját a 


Z-4FII-tlIz-1i-4 
egyenletű ellipszis mentén, pozitív irányítás mellett (5.21 ábra) 


157 


Először átalakítjuk az integrandust: 
ch3z 

22-b 

Innen leolvassuk a g filggvény színguláris pontjait: Ű és 1. A regularitási 
tartomány tehát többszörösen összefüggő halmaz. Alkalmazzuk az alapté- 
tel ezen esetre vonatkozó általánosítását. A megadott y görbe olyan ellip- 
szis, mely mindkét szinguláris pontot belsejében tartalmazza. Vegyük körül 
ezeket olyan körökkel, melyek nem nyúlnak eégyrnásba, és amelyek teljes 


gíz) — 


égészében y-n bélül vannak. Áz r - : sugár ismét megfelel. 





53.21 ábra 


Az említett tétel szerint: 


fedd z $ siízdz t f e(lzddz 
F Fi Y2 


Á vi görbe az — 0 szinguláris pontot kerüli meg. Alakítsuk át az intég- 
randust a célnak megfelelően, azaz úgy, hogy a számlálója yi-en és azon 
belül reguláris függvény légyen, a nevező pedig csak a szingularitást okozó 
tényezőt tartalmazza; ilyen álalakítás az alábbi: 
ch3z 
ch3z 7—1 


glz]) z - 
73 —- s 7: 
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ch3z . heg 
] jelölést, akkor látható, hogy a difleren- 


ciálhányadosokra vonatkozó Cauchy-féle formula a célravezető zg — 0 és 
n — l esetén: 


a . 1! ÍIÁZ] 
57 $ elddz - 7 A Mede z f((0) 


Mivel 
3 " sház - (íz — 1h— ch3z 
f(x) z SL 
i 2-1 


ezért fj(0) — —1. Az előbbi egyenlet átrendezésével kapjuk a y1-re vonat- 
köző integrált: 





Ha bevezetjük az fjíz) — 


$ g(üdz — Zrt - fj(0) — —Zri 








1 
Hasonló logikával integrálunk a Yv:-n is. Ebben az esetben a 
ch3z 
ch3 2 
(2 - 


3-z  :—-I 
átalakítás a célravezető. Vezessük be az f(z) — sz jelölést, és alkal- 
mazzuk a Cauchy-formulát fr-re za — 1 mellett; 


] 1 falz 
: dz z 
3 fr idd $ iz z fe) 


kezánúlva, hogy (1) — ch3, és felszorozva 25ri-vel, kapjuk a követ- 
ezőt: 


t gízjdz — 2r - fe(l) — 4 - ch3 
v2 





Összegezve a kapott eredményeket: 
fedd — —2gi 4 2i -ch3 z (ch3 — 1)2sri 
y 
rá 


eü 
I 2 4 2i 
2414 if — 3 égyénletű pozitívan irányított görbe mentén (5.22 ábra)! 


7. Számítsa ki a gíz) s 





komplex függvény vonalintegrálját a 
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Mivel az e" függvény mindenütt reguláris, a szinguláris pontok égy- 


beesnek a nevező zérushelyeivel, tehát a zó 4 21 — 0 egyenlet megoldá- 
saival. Ezek pedig a —2i komplex szám második gyökei. Keressük ezeket 


például trigonömetrikus alakban. Mivel 
—2i z 2( cos 2707 -4 sin 2709), 
ezért a második gyükök: 
n 2 cos 1357 4 isin 1359] z -] ti 
22 7 v2(cos3159 4 isin3159) -1—i 
Megkaptuk tehát a szinguláris pontokat. 





5.22 ábra 


A y görbe egy —1—i középpontú 3 egység sugarú kör. Ez tartalmazza 
mindkét szinguláris pontot, Innen ugyanúgy járunk el, mint az előző két 
példában. Az ábrán látható módon felvesszük a pozitívan irányított yi És 
ya görbéket. 

A Cauchy-tétel általánosítása miatt: 


[/ gízjdz — $ gízjdz $ gízjdz 
Ay Yi ya 


Az integráláshoz g(z) nevezőjét szorzattá bontjuk, 


e z 


B e TT-DGETED 
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majd két különböző módon 
HD 
z-zn 

alakra hozzuk azért, hogy a Cauchy-formula alkalmazható legyen. 
A yyrren való integráláshoz célszerű az alábbi átalakítás; 


e 
MEN SZERI ; 
f vaz — $ zziti go ggg. MGM — 
vi azt ttgdldnld FENETE 
tt 14ő) 
KG TENTÉ 


ugyanis itt az emeletes tört számlálója yi1-en és azon belül reguláris függ- 
VÉNY. 


Hasonlóan kapjuk a y2-re vonatkozó 


ert 
E ; 
3 e(zjdz — b EL ge az dni. E — 
2 mt7zlti zt1—-i[ 
ezíi—b 
ze ap 


integrált, ugyanis ennek az emeletes törtnek a szármlálója a ya görbén és 
azon belül reguláris. Mindkét esetben jogos volt tehát a Cauchy-formula 
alkalmazása. 
A kapott integrálok összege adja a vy görbére vonatkozó 
ez —ati— 1] Jari 
zidz — di: e —— z OU. i — 
fs ) 7) TI Shízr(i — 1) 


integrált. 
8. Számítsa ki a 


gl) - — — 
(22 — 1) 

függvény vonalintegrálját a 2—i, 24-i, —2 csúcspontú, pozitívan irányított 
háromszög mentén (5.23 ábra)! 
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Világos, hogy a számláló regularitása miatt g-nek Két szinguláris pont- 
ja van: I, —1. Ezek mindketten a y görbén belül vannak. Ezért a szokott 
módon járunk el. 

Az ábrán látható módon körülvesszük a szingularitásokat egy-egy po- 
zitívan irányított zárt vi és yz körrel. Ezeken vett integrálok összegé adja 
a y-ra vonatkozó integrált. 

Ha vi-en integrálunk, akkor g-t célszerűen az alábbi alakra hozzuk: 


eiz 


et ZAN 2 ff 


(2-ay 2-0 G-IY 





gíz) — 





5.23 ábra 


Ekkor ugyanis fj reguláris yr-en és belsejében. A deriváltakra vonat- 
kozó Cauchy-formula szerint: 


ati 
t e(zdz 7 $ Aa TA 
YI n£27Bb : 
Számítsuk ki a deriváltat; 
ha PSG EI het 2241) 
fi íz) —- (z Fi LY4 
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Vagyis: 
ő e 
A-T 
Fehát: 


e es 


f sox — Zi- a — ogri: FI 


Hasonló logikával számoljuk a ya-re vonatkozó integrált. A 2 függvény 
célszerű átalakítása most a következő: 
2 
MERLSZNN 
e . £—Y RW 
(2-ay et gr 





gízi — 


ugyanis a ys görbén és belsejében ez az bh függvény reguláris. 
Az első deriváltra vonatkozó Cauchy-formula szerint: 
? g(zjdz — TETsT - ZT fat-D 
FI Y2 
számítsuk ki a denrváltat: 
2. elt(z — 19 — eft(z— 1) 2 





! — 

fal s (z— 1 
Vagyis: 

hona 126€ 36 

ReV- ge 7 


Tehát visszahelyettesítve: 


4 2 


Az alaptétel általánosítása szerint ezen intégrálok összege adja a kérdéses 
integrált: 


et 37 2 
gizldz — elízjdz t b elzjdz z mi: — 4 zi - — — Jefni 
F Fi Ya 


2 , 2 
b egen 7 21 TE az gi, e 
Y2 


2 2 


4 coslrrz] . ho I 
37-37-73 komplex függvény integrálját a 


z—- II t§Iz 41] — 6 egyenletű, pozitívan irányított ellipszis mentén! 


9. Számítsa ki a gíz) 5 


1683 


A szinguláris helyek kiderítéséhez szorzattá kell alakítanunk a neve- 
zőt. Ez harmadfokú polinom, így kereshetünk zérüshelyet például kis egész 
számok helyettesítésével. Könnyen látható, hogy az — —1 zérushely. Most 
oszthatunk a (íz -4 1) gyöktényezővel. A hányadosként kapott másodfokú 
polinom már akár a megoldóképlet segítségével is szorzattá bontható: 


2 —37—2 - (z41) (2 —z—2) — (ztIXzt1(z—2) — (zt 1 (z—2) 
Tehát az integrandus: 
d cAs(rz) 
ízt Víz 2) 
a g függvénynek tehát két izolált szinguláris pontja van: -- 1, 2. Ezek mind- 
égyike a kijelölt ellipszis belsejében ván. 


gíz) 


Innentől kezdve a szokott módon járunk el. Körülvesszük ezeket a 
pontokat egy-egy körrel az ábrán látható módon, legyenek ezek yi És ys5. A 
£ függvény regularitási tartománya tehát többszörösen összefüggő halmaz. 
A számításhoz felhasználjuk a Cauchy-féle alaptétel ézén esetre vonatkozó 
általánosítását, mely szerint: 


f3 eízjdz — $ sízjdz kr $ gízjdz 
F It F3 


Mindkét integrál kiszámításához, hogy a Cauchy-féle integrálformulákat 
alkalmazni tudjuk, célszerű az integrandust 


f(z) 

(z—zayet 

alakra hozni, ahol / az adott görbén és belsejében reguláris függvény. Ha 

Yi-en integrálunk, akkor a megfelelő alak: 

4 cosírrzi 

z—2 0 fiz 

íz AI 0 GáIY 

Helyettésítstink az első deriváltra vonatkozó Cauchy-formulába 
fizos —-I n— 1 

szereposztás esetén; 


MÁ ZATI 
— d mm —-—— — 
f ada MEg zs -gpAto 


siz) 


gízi — 





Kiszámítjuk az ff(— 1) deriváltat: 


164 


még sintéezdíz — 20) — 4 COST) 


É 
di — 
AG) (z-2y 
Ahonnan: 
044 4 
"(-1) — — z - 
fi(— 1 5 5 
Tehát: 
zi d § , 
sara Eg gr 
"1 
Ha v2-n mtiegrálunk, akkor a megfelelő alak: 
4 cOSÚUTZ] 
. ízt , Al 
gizi -— mege uzálelrear 
Most a , közönséges" Cauchy-formula alapján integrálhatunk: 
Jaz) ; . 4-cosdaz B . 
ej — baz x 2) m di - — -— 7 —ii 
f edz 1: —gdz Zirci. f(2) i TET; 5 


A kapott integrálok összege a feladat megoldása: 


(zki — § 4 Sai z zi 
Ká tg g 9 


(33) 
10. Szárnítsa ki a gízi — F7öz öz komplex függvény vonalin- 


tegrálját a I2z — I] — 2 egyenletű pozitívan irányított görbe mentén (5.24 
ábraj! 





5.24 ábra 
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Először is szokás szerint szorzattá alakítjuk a nevezőben lévő pelino- 
mot, 2" kiemelése után teljes négyzetet kapunk: 


Dr 2iS ő ez 4 2iz— 1) szei 
: : AT . . 
Mivel sin (5 : z) mindenütt reguláris, g-nek két szinguláris pontja van: Ü, 
—i. Ha a görbe egyenletét elosztjuk 2-vel, látható, hogy y egy egységnyi 
l 
sugarú, — centrumú körív. A 0 ennek belsejében van, a —i azonban éppen 


kívül esik rajta. y-n belül tehát csak egy szinguláris pont van, az origó. 
Hozzuk a g függvényt 


HZ) 
alakra, ahol f reguláris y-n és azon belül. A 


gíz) — 


. ést 
sin (5 ) 2 / 7 
0 - E - at a 10 
Ö(íz4m 3 ME 


átalakításból látható hogyan célszerű az f függvényt definiálni, za s 0 és 
n -— 2 esetén. Á második dériváltra vonatkozó Cauchy-féle intégrálformu- 
lát alkalmazhatjuk: 


fed - Paz f0) ami. f710) 
y y ? 2 


A második derivált részletes kiszámítását az Ülvasóra bízzuk, mi csak a 
végeredményt közöljük: 

f (0) z —Zni 
Ezért az integrál értéke: 


fedd z gi fő(0) - —27 


F 


5.3 Gauss-féle középértéktétel 


számítsuk ki az alábbi komplex függvények integrálját a meg- 
adott pozitív irányítású körívek mentén! 
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e" 








— :Iz-t2l- 4 
a) fi(z) zo) Iz42] 
ch2z , 
b) fel) — va: I2— il — 3 
$HIZ 


c) fiz) s .. Ya. Iz] z 1] 


Mindhárom függvény szerkezete azonos: a tört szárniálója re- 
guláris függvény, Így a nevező zérushelye minden esetben az in- 
tegrandus szinguláris pontja. 

Az integrálok kiszámításához terrmmészetésen alkalmazhatnánk a 
Cauchy-féle formulát, de most másképpen járunk el. Vegyük észre, 
hogy a körök is nagyon speciálisak. Mindegyik középpontja egybe- 
esik a szinguláris ponttal. Így most alkalmazhatjuk a Gauss-féle kö- 
zépértéktételt, mely szerint a körívre vonatkozó integrál-középérték 
egyenlő a kör középpontjában felvett értékkel. 

Ha a köröket a szokott módon paraméterezzük, és az integrá- 
lokat felírjuk komplex vonalintegrálként, éppen ilyen típusú kifeje- 
zéseket kapunk: 

a) vi paraméterezése: 


zh s —2 4 4e! rt EI[0,2xl z(r) — 4ie", tehát: 


im —34dett 2n I 
e" Éü .g . - rt 
f —ai f —— e tietdt zi. f ette dt 
vit bk2 (0 4e a 


— 2xi-[e],  , — 27ie? 
z— 
b) v: paraméterezése: 
z(r) — 4 Je! rt E [0, 22), z(r) — 3ie", tehát: 


h2 ér eh2(i 4 3e . 
$- sar f ch2li tr 36) zágy z 
Va Ü 





z—i 3e! 
gr - 
-i. fr ch2(i 4 367) dt — 2xri - [chz], , — 27i - chi 
Ü 


c) va paraméterezése: 
z(t) — e" r E [0, 2x], z(4) - ie", tehát: 
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Z 
sz 2zi- [sinz] 0 


Az fs függvény nem reguláris az origóban, az origót megkerülő 
körre vonatkozó iitegrálja mégis zérus. Ez a tény a szingularitás 
miatt nem következhet a Cauchy-féle alaptételből, de következik az 
alaptétel Riemann-féle általánosításából, ugyanis /; az origó kör- 
nyezetében korlátos. Ez például következik abból a valós függvény- 
tanban jól ismert határértékrelációból, amely komplex függvények 
esetén is igaz: 

im EZ sz 1] 

zal Z 
Később látni fogjuk, hogy fi-nak az origóban úgynevezett meg- 
szüntethető szingularitása van, azaz megfelelően értelmezve az ori- 
góban regulárissá tehető, Ezzel a kiegészítéssel az alaptétel mégis- 
csak alkalmazhatóvá válik. 


; ZT ei ír HT 
sinz simteth  ; i (0 
$ — dz - f sin (e) tedt si fi sin (e" dt — 
et 
Ya Ü Ü 
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6. LÁURENT-SOROK. IZOLÁLT SZINGULÁRIS 
HELYEK VIZSGÁLATA 


A difflerenciálszámítás fejezetében láttuk, hogy ha egy f függ- 
vény reguláris egy FT tartományban, akkor a tartomány minden 
pontja körül hatványsorba fejthető, és a hatványsor könvérgencia- 
halmaza egy olyan körlap, melynek középpontja az adott pont, 5u- 
gara pedig az adott pontnak és határának a távolsága. A za körüli 
Taylor-sor, mint korábban láttuk, 


— (20) n 

fí2z XA (zza) 
alakú. Nagyon fontos tény, hogy a Taylor-sor a konvergenciatarto- 
mányban elő is állítja a reguláris f függvényt 

Ígen fontos általánosítása ennek a kérdéskörnek az az eset, ami- 
kor f a Tf tartomány egy vagy több pontjában nem reguláris. Ekkor 
f ezen pontok körül nem fejthető pozitív egész kitevőjű hatványok 
szerint haladó sorba, tehát Taylor-sorba. [Igaz azonban az. hogy f 
pozítív és negatív egész kitevőjű hatványok szerint haladó sorba 
fejthető. 


Ai 


Vt 


6.1] ábra 
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Pontosabban legyen f reguláris a za pont körüli ki és 3 kon- 
centrikus körök által határolt győűrűszerű tartományban. Jelölje ezen 
körök sugarát rendre Kj és 1. ekkor a sugarak viszonyára teljesül 
az Ri c KR; sz ő egyenlőtlenséglánc (6.1 ábra). 

Megengedjük tehát az R; — 0 esetet ís, amikor f a za ponttól 
megfosztott körlapon reguláris. A gyakorlat szempontjából ez az 
egyik legfontosabb eset. De előfordulhat az R; — c6 eset is, ami azt 
jelenti, hogy f a k, köríven kívül a teljes komplex síkon reguláris. 

Legyen f reguláris az Ry c Iz — zol c Ra körgyűrűn. Ekkor f 
az adott körgyűrűn 


5 cn(z— zo) 


1 ne] 
alakú — pozitív és negatív egész kitevőjű hatványok szerint haladó 
— hatványsorba tejthető, mely hatványsort az f függvény zo körüli 
Laurent-sorának nevezzük. 


A Laurent-sor természétes módon két részre bontható. A 


2.en(z— zo) 

n7-ü 
sort, amely a ka köríven belül konvergens, a Laurent-sor reguláris 
részének vagy szabályos részének nevezzük. 


Ez égy , közönséges" Taylor-sor, összegfüggyénye a körlapon 
belül reguláris függvény. A 
—i at e 
pa cn(z 20). 7 b 
n-—m ke (Z— 20) 
sort pedig a Laurent-sor főrészének nevezzük, amely a ki köríven 
kívül konvergens. A két sor összege nyilván az 


R, c ]z—zol c Rk 


körgyűrűben konvergens, ahol alább említendő feltételek mellett a 
sor elő is állítja a függvényt. 


Ha f reguláris az 
Ry € [z—zol c Rz 
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körgyűrűben, akkor e körgyűrű tetszőleges z pontjában érvényes az 


fe 7 9 cnlz— zo 


úgynevezett Laurent-féle sorfejtés, melynek együtthatóit 


l 

Cn 7 h— er de nez 
21) (z— zo) 

integrálképletek szolgáltatják, ahol y a körgyűrűben haladó tetsző- 

leges egyszerű zárt görbe, amely a za pontot megkerüli (5.2 ábra). 


Ka 


6.2 ábra 


A körgyűrűben konvergens za körüli Laurent-sor összegfügg- 
vényének Laurént-sora az eredeti Laurént-sor. Ha f a ka; kör bel- 
sejében reguláris, akkor zg körüli Laurent-sora egybeesik za körüli 
Taylor-sorával. Másképpen fogalmazva: bármely körgyűrűben re- 
guláris függvény ott Laurent-sorba fejthető, és ez a sarfejtés egyér- 
telmű. Ez az egyértelműség azt jelenti, hogy bármely módon kapott, 
z — zo hatványait tartalmazó hatványsor f za körüli Laurent-sora. 
Ez az egyértelműség a sorfejtési technikák keresésénél jól haszno- 
sítható. 

Általánosan egy Laurent-sor konvergénciájáról szól Abel-téte- 
lének kiterjesztése: ha a 
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B Cr íz - zo)" 

He 
Laurent-sor egy z £ € pontban konvergens, akkor van olyan zo Kö- 
zéppontú körgyűrű, melynek minden belső pontjában abszolút Kör- 
vergens, a konvergenciatartomány bármely zárt résztartományában 
egyenletesen konvergens, és a körgyűrű bármely külső pontjában 
divergens. 


Az egyenletes konvergencia következménye, hogy a hatvány- 
sor f összegfüggvénye olyan reguláris függvény, amely a könyer- 
genciatartomány belsejében akárhányszor differenciálható, és 


ík) 
Fogsz 3 (calz— 20) ) kz1,2,... 
Hi 
Tehát a differenciálás és az összegzés sorrendje felcserélhető, és 
a k-adik differenciálással nyert sor konvergenciatartománya mege- 
gyezik az eredeti soréval. 


Ugyancsak igaz, hogy a koönvérgeénciatartomány belsejében ha- 
ladó bármely rektifikálható y görbén f mtegrálható, és 


/ fiddz s 9 fi ca(z — zo) dz. 
Hi n /F 


vagyis az integrálás és összegzés sorrendje felcserélhető, és a ta- 
gonkénti integrálással nyert sor köonvergenciatartománya megegye- 
zik az eredeti soréval. 


A za pontot az f komplex függvény izolált szingutáris helyének 
nevezzük, ha f a za pontban nem reguláris, de van z2o-nak olyan 
környezete, amelyben f reguláris. 

Az izolált szinguláris helyeknek többféle típusa van. 

A za pontot az f függvény megszüntethető szingularitásának 
nevezzük, ha a za körüli Laurent-sorában minden n z 0 index 


éselén c, z 0, azaz a Laurent-sornak nincs főrésze, csak reguláris 
része Var. 


A zo izolált szinguláris hely akkor és csak akkor megszüntét- 
hető szingularitás, ha a 
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lim f(z) 
1 


határérték létezik. Ezek szerint, ha za megszüntethető szingularitás, 
akkor f za körült Laurent-sora Taylor-sorrá egyszerűsödik; 


fe) 7 9 enlz— 29) 
szü 


Ínnén következik, hogy ekkor 
lim f(z) 5 co, 
2—izg 


tehát a Zo-beli határérték a Taylor-sor konstans tagja. Ha alkalmaz- 
zuk ekkor az fíza) — cg kiterjesztést, f zo pontbeli reguláris kiter- 
jesztését kapjuk. 

Á zo izolált szinguláris pontot az f függvény k-adrendű pólu- 
sának nevezzük, ha za körüli Laurent-sorában c-, - 0, de minden 
n 2 k esetén c. , — 0. Ez másképpen azt jelenti, hogy ha za pó- 
lusszingularitás, akkor 7 zo körüli Laurent-sorának főrésze véges 
sok k-adrendű pólus esetén legfeljebb £ tagot tartalmaz. 

A zo izolált szinguláris hely akkor és csak akkor pólusszingu- 
laritás, ha 


lim fíz) s ee, 
zg 


tehát ha za az f függvény k-adrendű pólusa, akkor f za körüli 
Laurent-sora 


f2- 9 cn(z— 29 


na -k 


alakú. 


ÁAzt mondjuk, hogy a za pontban reguláris f függvénynek a zo 
pont n-szeres zérushelye vagy n multiplicitású gyöke, ha 


f(ízo) — f(z) —... — FeeKzg) 0, 
és 


Fo(za) A 0. 
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A zo pont az f függvénynek akkor és csak akkor k-adrendű pólusa, 


ha az j függvénynek a za pont megszüntethető szingularitása, és 


Ti reguláris kiterjesztésének a za pontban £-szoros zérüshelye van. 


A za pont az f függvénynek akkor k-adrendű pólusa, ha f 
előállítható 


fd e gíz) 


(z— 20) 
alakban, ahol g a zo pontban reguláris, és gízo) ; 0. 


Ez másképpen fogalmazva azt jelenti, hogy f-nek a zo pont 
akkor és csak akkor k-adrendű pólusa, ha 

lim íz — zo)" . fríz) — elza) 5 0. 

Tsz 
A zo izolált szinguláris hely az f függvény lényeges szingularttása, 
ha a z szingularitás nem megszüntethető, és nem is pólus. 

Előzőek alapján világos, hogyha zo izolált szingularitás, akkor 
f zo körüli Laurent-sorának főrésze végtelen sok tagot tartalmaz. 

A lényeges szingularitás nagyon különleges tulajdonságú helye 
a függvénynek. Ebben a pontban nem lehet sem ,végés", sem vég- 
telen a határértéke. Ezzel szemben igaz a Casorati—Weierstrass-féle 
tétel: 

Legyen za pont az f függvény lényeges szinguláris helye, és 
legyen w tetszőleges komplex szám, vagy w — 90. Ekkor létezik 
olyan 2 — za komplex számsorozat, melyre: 


Jim fÁZKA ZW 
Másképpen fogalmazva: a za pont bármely környezetének képe a 
komplex számsíkon mindenütt sűrű halmaz. 

Ennél többet állít Picard fétete: 

Lényeges szinguláris hely bármely kis környezetében a függ- 
vény minden véges komplex számértéket felvesz legfeljebb egy ér- 
ték kivételével. 
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Eddig az f függvény viselkedését csak végesben fekvő pontak- 
ban vizsgáltuk. Most áttérünk a függvény végtelen távoli pontbeli 
viselkedésének leírására. 


A végtelen távoli pont környezetének nevezzük a Iz] 5 R 
egyenlőtlenséggel megadott, origó közepű, R sugarú kör külsejét. 

Ha az f függvény az 

R a Iz] z 00 
körgyűrűn" reguláris, akkor a végtelen távoli pontot a függvény 
izolált szinguláris pontjának nevézzük. Ez a szinguláris pont ugyan- 


Úgy megszüntethető szingularitás, pólus, illetve lényeges szingula- 
ritás, ha a 


lm fíz) 
z— en 
határérték rendre véges, végtelen, illetve nem létezik. 


Sszingularitás szempontjából f úgy viselkedik a 00-ben, mint a 
l 
ie 1) 
Z 
összetett függvény az origában. Eszerint f a végtelenben reguláris 


. l 
15 lehet, haz Fe f 7 -nek a 0-ban megszüntethető szingularitása 


van. Legyen f reguláris a Iz] 5 R körgyűrűben. Ebben a tarto- 
mányban, tehát a cs egy környezetében érvényes Laurent-sora a 
következő; 


[en 


fíz) — De 2 


HE5-E 


Ez fo se körüli Laurent-sora. Ekkor: 


r(2) - eg De 


nm nm Fs— en 


1 
Laurent-sor az FB (2) függvényta 0 c [Iz] c 7 körgyűrűben 


állítja elő. Az együtthatók, mint látható, ugyanazok, csak fordított 
indexeléssel. 
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Ezért a co körüli Laurent-sor főrészén a 
sa] 

2 en 2 

n—] 


hatványsort, a reguláris részén pedig a 


Új 
Desz 
H—éű 
hatványsort értjük. A reguláris részt szokás szabályos résznek Is 
NEVEZTH. 


Ezek szerint a 0 megszüntethető szingularitás, ha a ca körüli 
Laurent-sor nem tartalmaz főrészt, k-adrendű pólus, ha a főrész vé- 
ges sok tagot tartalmaz, melynek legmagasabb hatványú tagja esz, 
és lényeges szingularitás, ha a főrész végtelen sok tagot tartalmaz. 


Állapodjunk meg a következőkben. Ha a példák megoldása 
során használjuk a (teljesi komplex sík kifejezést, akkor ehhez a 
végtelen távoli pontot nem gondoljuk hozzá. Ha a 50-ről akarunk 
beszélni, azt külön kihangsúlyozzuk. 


Az f függvény za körüli Laurent-sorában különleges szerep 
jut a c..1 együtthatónak. Az együtthatókat előállító integrálformula 
szerint ugyanis: 


l 
€-L -— 27 fd 


szoros kapcsolatban áll tehát közvetlenül f vonalintegráljával. 


A zo körüli Laurent-sor c-i együtthatóját az f függvény zo 
ponthoz tartozó reziduumának nevezzük. 

Ha az f(z) függvény az R c Iz] c cs körgyűrűben reguláris, 
akkor az f függvény végtelen távoli ponthoz tartozó reziduuma: 
—€-1, ahol a véges esethez hasonlóan c.4 a ce körüli Laurent- 
sor együtthatója. A különbségtétel okára a következő fejezetben 
visszatérünk. 


Jelölése Res(f, za). illetve ha nem okoz félreértést, egyszerűen 
Reés(za). Ennek a fogalomnak jelentőségére és alkalmazásaira a Kkö- 
vétkező fejezetben részletesen kitérünk. 
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A komplex függvények fontos osztályát alkotják a meromorf 
függvények. Az f függvény meromorf a 7 tartományon, ha f regu- 
láris F-n, vagy csak pólusszíngularitásai vannak. 


Érdekes kapcsolat van a Laurent-sor és a valós analízisből is- 
mert Fourier-sor között: 


Legyen f regulárisal—e c [z] z 1 -4e, e 5 0 körgyűrűben. 
Ebben a körgyűrűben f Laurent-sora az egységkörvonalon mege- 
gyezik az 


file) :s et) 
valós változás komplex függvény Fourier-sorával. 
Ugyanis az adott körgyűrűben konvergens 


fe) - 9) ez 


Laurént-sor c, együtthatóit a z - ef, dz — tefdp helyettesítés 
után az alábbi formula szolgáltatja: 


1 Ata ER HT katt P GYYNKENA 
.2mi azt 5 / feP) er md 


Ez a Laurent-sor az egységkörvonal z — e", rt € [0, 27] pontjában 





Én 


ke 


fte") : uz ef) z 2 Ca . eft 


alakú, ahol az együtthatókat a 


1 
€n - z / gipy e "edp 


formula szolgáltatja. A felírt Laurent-sor tehát valóban a g függ- 
vény komplex Fourier-sora. 
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6.1 Izolált szinguláris helyek vizsgálata 


Gyakorló feladatok 


Keresse meg az alábbi függvények szinguláris pontjait, és határozza 
meg a szinguláris helyek típusát, ha lehet Laurent-sorfejtés nélkül! 


1. f(2) cos (7 ) 


A függvénynek a Ü z Iz] c ss körgyűrű a regularitási tartománya, 
tehát a Ü és a — izolált szinguláris helyek. Egyrészt világos, hogy 

lim cos () z cnsÜüzl, 

72—rtn Z 
tehát f-nek a c0-ben van véges határértéke, azaz a függvénynek a o meg- 
szürtitethető szingularítása. Ha f-et kiterjesztjük a s-ben az fiw) — 1 
definícióval, akkor f a 0-ben ís regulárissá válik. 

Másrészt legyen (za) z —. n E NH komplex" számsorozat. Ez a 
sorozat nyilván a 0-hoz tart. De ekkor egyrészt: 


. 1 . 
han — 2£: am cos[-j7Í- im cos zki z ], másrészt: 
2km 


ha n — 2£ -k 1: lim cos 


— eg l 
(zkt ly 
vagyis a páros indexű tagok részszorzata 1-hez, a páratlan indexűeké —1- 
hez tart, tehát a függvénynek a 0-ban nem létezik határértéke. Ez azt jelenti, 
hogy f-nek a Ú lényeges szingularitása, 


— him cosízk -k li — -I, 


ch(3z) 
sh(3z) 





2. f(z) — cíhi(őz) — 


A számláláóbeh függvény mindenütt reguláris, a nevező úgyszintén, 
ezért / szinguláris pontjai egybeesnek a nevező zéruüshelyeivel. Ha felhasz- 
náljuk, hogy sh periodikus függvény, és periódusa 2rri, továbbá azt, hogy a 
Ő zérushely, azt kapjuk, hogy a szinguláris pontok végtelen sokan vannak: 
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3Zn z dmi-n ned 

In — szi -n nEZ 
Ezékén a helyeken a számláló nem nulla, továbbá mivel a 

(sh(3z)y — 3 - ch(3z) 
első deriváltfüggyénynek sem zérüshelyei ezek a pontok, elmondhatjuk, 
hogy minden szinguláris pont a nevezőnek egyszeres zérushelye, tehát 
minden Zn, tt E 2 az f függvény elsőrendű pólusa. 

Az a tény, hogy minden za, ? E £ pólus, határérték-számítással is 
könnyén adódik, hiszen 

im ehí3zi 00 

En sh(3z HÓ 
és ha felhasználjuk, hogy ch és sh egyaránt Eri szerint periodikus függyé- 
nyek, ez az eredmény változatlanul igaz a za sorozat minden tagjára. Ehből 
csak a pólus rendjére ném tidunk azonnal következtetni. 

Á 00 ugyancsak szinguláris pontja az f függvénynek, de a szinguláris 
pontok Za. ni E Z sorozatának a torlódási pontja, tehát a 2 nem szolált 
szingularúiás, 








f két reguláris függvény hányadosa. 


Ha figyelembe vesszük a z-vel való osztást, kapjuk, hogy f regularitást 
tartománya a Ü za [z] c co körgyűrű. 


A z 5 Ü pont a számlálónak 15 és a nevezőnek is zérushelye. Ezért a 
z — 0-beli határérték kiszámításához felhasználjuk a L7 Hospital-szabályt: 

.  shíóz) . 5S-ehiőmgn S 5 

tm —  — lm — — — - - chH — —, 

z—tk SZ rű 3 3 3 
ami azt jelenti, hogy a Ú f-nek megszüntethető szingularítása, az fil — 5 
kiterjesztéssel f a 0-ban regulárissá tehető. 

A 00-beli viselkedés vizsgálatához közelítsünk a 99-hez különböző 
módon. Legyen először z — x valós szám. Ekkor az 


— sh(5x) 
fi) s ze 
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függvénynek a 95-ben . típusú határértéke van, ezért alkalmazható a 
L Hospital-szabály: 
5. ch 


. shí5x) , 
l —— z— ] me 
fente 3x eket 3 . 


tehát F valós tengelyre vonatkozó leszűkítése a 96-ben a $0-hez tart. 
Légyeén most z — fy, tehát közeledjünk a 00-heéz a képzetes tengelyen. 


Ekkor: 
. sh(5iíy) —i simli SE sin(—5 saint ő 
ftgyy a SMS) —isin(i Sí) sin(-5y)  sin(5y) 
3iy 3iy 3y 3y 
Ismét egy valós-valós függvényt kaptunk. Mivel sin(Sy) korlátos függvény, 





az — y ped g a végtelenben Ú-hoz tart, ugyanez igaz a szorzatukra is, tehát 


m sholy) - 
yen 3ly 
A függvény képzetes tengelyre vonatkozó leszűkítése a s0-ben 0-hoz tart. 


A 00-beli határérték tehát attól függ, hogyan közelítünk a r0-hez, tehát a cc 
f-nek lényeges szingularitása, 


4. fg 327465 —zt8 


Ez a racionális egészfüggvény a teljes komplex síkon reguláris, egyet- 
len szinguláris pontja a 00. Ez a pont definíció szerint harmadrendű pólus, 
hiszen f ezen alakja éppen a függvény 0 körüli Laurent-sora is egyben, 
melynek csak reguláris része van, főrésze nincs, tehát ez gyakorlatilag 
egy Taylor-sor. De a regularitási tulajdonságok miatt ez egyben 96 körü- 
li Laurent-sornak 15 tekinthető, melynek reguláris része nincs, főrészének 
legnagyobb hatványkitevője a 3. 


Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk a z — : helyettesítéssel 
a Ú pontra vonatkozólag, ugyanis az 
I 3 6 l 
- I s — tk — — — zt 8 
) () 3 2 
függvénynek a 8 izolált szinguláris pontja, mely harrnadrendű pólus, hiszen 
1 
az mm f (2) függvény ezen előállítása éppen a 8 körüli Laurent-sor, 


melynek főrészében —3 a legkisebb hatványkitevő, azaz c.3 — 3, de 
c—-n 0 han: 3. 
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Végül világos, hogy lim (3z kő —zd 8) — o, ami azt jelenti, 
2— án 
hogy a co pólusszingularitás. 


277 — 4z" 


5. - ——————— 
fz) FENFEGYS ETT 


Az f egy nem valódi racionális törtfüggvény, mert a számláló maga- 
sabb fokú, mint a nevező. Ezért első lépésként végezzünk polinomosztást; 
29 —-ász:2422 tzs2é—ázt6 
27 ráz 427 
— azt — 22 — 47? 
— 473 — 827 — az? 
6" 
627 -k 1227 -k őz 
— F22? — 6z 
Megkaptuk a hányadost és a maradékot. Ezzel f az alábbi alakot ölti: 
122" 4 őz 
zíz tb 1) 


Ennek a függvénynek három szinguláris pontja van: —1, 0, ce, hiszen 
f első része egy polmom, mely mindenütt reguláris, második része egy 
valódi racionális törtfüggvény, mely nevezőjének zérüshelyei —1 és Ü. 


A —1 a törtfüggvény számlálójának nem gyöke, a nevezőnek viszont 
kétszeres zérushelye, tehát a —] a függvény másodrendű pólusa. 


A Ő egyszeres zérüshelye a számlálónak és a nevezőnek Is. Egyszerű- 
sítsünk tehát z-vel, ekkor kapjuk, hogy 
I2z4 b 
íz FV 
ami azt jelenti, hogy a Ü megszüntethető szingularitás, helyettesítéssel Kap- 
juk most, hogy az f((H — 0 érték a 0 pontbeli reguláris kiterjesztése f-nek. 


A o0 vizsgálatához használjuk fel az alábbi határértékeket: 
lim227— 424657 0, 


Felei 


m 1229 őz 
z— ve zíz ELÉ 


fíd - 22 — 4716 - 


fiz z 227 — 4746 — 
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amikből következik, hogy líim fíz) — sa, tehát a cc a függvénynek pólusa. 
7—r üg 

A pélus rendjének kiderítéséhez gondoljunk arra, hogy az f függvény — a 

-—I szinguláris pont miatt — Iz] 5 1] körgyűrűben érvényes Laurent-sorának 

főrésze csak a mindenütt reguláris 227 — 4z 4 6 függvény lehet, hiszen a 

valódi racionális törtfüggvény z hatványai szerinti kifejtésénél nem kapha- 


tunk pozitív egész kitevőjű hatványokat. Tehát a cc a függvénynek másod- 
rendű pólusa. 


A függvénynek nyilván szinguláris pontja a Ü pont, a év és a nevező 
minden zérüshelye: 


b. f(2) — 


[ l l 
s$íin- — 0 ha— —ár 2 —- — KEZEK zB 
Z 2 KÖ kar 


Ezek a z, pontok izolált szinguláris pontok. Mivel azonban a z74 , sorozat- 
nak" a Ü torlódási pontja, ezért a Ü nem szolált szingularítás. Továbbá mivel 


. ] l 1 
z 2.sin- -cosz (-) - 
fő űz £ Z—7p 
z [dsmé —ú 
2 Fő zzzn 


. a 14" 2 .2 1] 2 2 
sin 7) sins gr eost(-5) s Ú, 
Z zezn z 2z Z 2 Z zEzy 


ezért a z4 pontok a nevezőnek valamennyien kétszeres zérushelyei, ezért 
f-nek mindannyian másodrendű pólusai. 





II 





A co is izolált szingularitás, hiszen a [z/ 5 - körgyűrűn a függvény 
reguláris. A os vizsgálatához most alkalrnazzuk a xz — - helyettesítést: 
:) l 

J (z sine Z 


Ennek a z — 0 valóban izolált szingularitása, hiszen az Fe f () függ- 





vény reguláris a x-z [z] - m körgyűrűn. Deriváljuk a nevezőt: 
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moi - , - , — 
(sin z) ho - [2 sinzcosz a z [sin 2z] o z(Ű 
a 2 t —- . I a — 
(sin z) he — (sin27) ao s [dcos2z], — 3 z0 
Tehátz ef (2 )-nek a Ü, így definíció szerint f-nek a ca másodrendű 
Z 


pólusa. 


1. fins 





l 
1] — et 


A függvénynek szinguláris pontja a Ü, a et és a névéző minden zérus- 
helye. 


Az] —- ez z 0 egyenletnek az exponenciális függvény 2ri szerinti 
periodicitása rrilatt végtelen sok megoldása van: 


l l 
; k-IrikEeZkzüz Közi 
Ezek a pontok mindannyian izolált szinguláris pontok. Mivel 


1 
I — — 
(1-et) - [-et z ks -- 0, 
zt zi zt szi rre 


ezért A za pontok a nevezőnek egyszeres zéruüshelyei, tehát a za helyek f 
elsőrendű pólusai. 





S7ÜH 


A Zn ponthalmaznak a Ú torlódási pontja, tehát a Ú szinguláris pont 
nem izolált szingularitás. 


A függvénynek izolált szinguláris pontja a c is, hiszen f reguláris a 


zs -— körgyűrűn. A szinguláris pont osztályozásához végezzük el a 


1 É-i ar 
2 — — helyettesítést: 
Z 


(2) T-e 


Ennek a Ű elsőrendű pólusa, hiszen egyrészt a Ü a 


er (7) 


függvénynek izolált szinguláris helye, ugyanis 
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l 
ze fi- 
7 (2) 
reguláris a 0 c Izl c 27r körgyűrűn, másrészt 


(1- e 


tehát f-nek a m elsőrendű pólusa. 





- [/e] 7 277170, 


6.2 Laurent-sorok előállítása 
Gyakorló feladatok 


1. Fejtse hatványsorba az fíz) 5 ETHRNGYT függvényt a z — 2 izolált 
- 2i 
szinguláris hely környezetében! 


Mivel az — Zi-hez legközelebbi szingulaniítás a z — 0 pont, ezért a 
sorfejtés a 0 a Iz — 2i] a 2 körgyűrűben lesz konvergens (6.3 ábra). 


Ír 





5.3 ábra 


A Laurent-sor égyűütthatóit a bevezetőben közölt integrálformulák se- 
gítségével állítjuk elő. Az égyütthatók kiszámításánál külön vizsgáljuk az 
nz0ésazn z 0 eseteket. 
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Ha n 2 Ő, akkor bármely adott körgyűrűben haladó rektifikálható zárt 
y görbe esetén; 


I 


i FA) zt(z— 2 
bh a - 47 dz - 
e eze je z ,z—-giet t7 


- sar (z - 27 pi 


Az integrál kiszámítására például alkalmazható a dériváltakra vonatkozó 


1 : 
Cauchy-féle integrálformula, hiszen az adott körlapon belül 7 reguláris 


függvény. Így: 
l 


HG) : (nt 1) 
teéyat ami (a) 
Előállítjuk a deriváltakat: 
(2) -(-2 ze? 
(íz) — (-24—3) ző 
(22) — (2) ző 





szi 


(72) 2 (—2(—3(—4)...(—n— 1) zt? 


(7 ETT ln Dee het 
Innén kapjuk, hogy ns z 0 esetén: 
l 2szi 


nt] —íntt3] 
nm A. FDJ 
azzi men e 0 et 132 


l 
— (—jyét] , . 
z(—-I) (mt 2) GyB 
Most állítsuk elő a negatív indexű együtthatókat. Ha n : 0, akkor 


l t f(z) 
C-p 7 7: HENRKVET"SÉLŐS 
2ai v (2— 29) H] 
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KN HE 1 — nateln a 1 (z— niet 
3ri Ím Éz Zi) dz — ari $ 7 dz 


Ha ittn 2 2, akkor az integrandus egy olyan racionális törtfüggvény, mely- 
nek a z — Ú az egyetlen szingularitása, tehát az adott körlapon reguláris. 
Így a Cauchy-féle alaptétel szerint a y-ra vonatkozó integrál zérus; 


c—-n z.0ohanz2. 





Ha n - Il, akkor a regularitása miatt ismét alkalmazható a Cauchv- 
formula: 
1 
i l l 2 . 
e őő ETEZTTÉS se fe te edz 
l 1 ] 
7 zi sz2i 412 s 4 





Megkaptuk az összes együttható értékét, melyek felhasználásával már fel- 
írható a függvény Laurent-sora: 


MEL a (-IPt (nt 2) an 
f2-—-erzzpt 2. any 72 
nz 
A függvénynek eszerint a z — R pont elsőréndű pólusa, hiszen c—n — Ű, 


l 
hanz 2 decz 7-3 5 Ü. Ez egyben azt is jelenti, hogy előállítottuk 
f 2 pontbeli reziduumát: 


1 
R 21) — — — 
es(f, 2i) a 
2. számítsa ki az f(z) — ie komplex függvény izolált szin- 
zt 


guláris pont körüli Lanrént-sorának együtthatóit az integrálformulák segít- 
ségével! Írja fel a Laurent-sort, és annak alapján jellemezze a szinguláris 
pontot! 


A sinzríz to H) komplex függvény a téljes komplex síkon reguláris 
függvény, így f egyetlen szinguláris pontja a nevező —i zérüsheélye, hiszen 
a nevező 18 mindenütt reguláris. Több szinguláris pont nincs, tehát f(z) 
regularitási tartománya a Íz 4 I 2 0 körgyűrű, vagyis a —i ponttól meg- 
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fosztott komplex sík. A Laurent-sor ezen , kilyukasztott" komplex sikor 
lesz konvergens, és elő is állítja az f függvényt. 

A feladat előírása szerint az együtthatókat integrálással számítjuk ki. 
Légyen ezért y tetszőleges egyszerű zárt rektifikálható görbe, mely a —i 
pontot egyszer pozitív irányban megkerüli. Ekkor az együtthatók; 

1 2 l sinmiíz ti) 
— ——éééóőő mim T tr —— . . —————  —d 

enni ízt eti] zni 4 (ager 
Az integrálok kiszámításánál használjuk fel, hogy sinszíz 4 £ mindenütt 
reguláris. 

Ha n sz —4, akkor az integranidus reguláris függvény, tehát a Cauchy- 
féle alaptétel szerint az integrál értéke nulla, tehát: 

c-n 8 hanzd4. 


A. többi együttható kiszámítását a Cauchy-téle integrálformulákkal végez- 
zük el. Ehhez szükség van sinmríz -4 F) deriváltjaira: 





( singíz -k Dj  z [dcoszízt 0],—-; 57 











( sin íz i)) É .: [s sin szíz ij] sei" Új 
z——i 
( singíz 4 pj" . [ző coszíz 4 Dj] nni" — a 
z——i 
. 4 (d) 4 . . 
( sin síz tt íj) . ÉL sinsríz Dj szag" 4 
szet 
Innen már sejthető, és teljes indakcióval igazolható ís: 
Lak. kt] — . 
(sinzíz 4)" - (ely mm , han — 214]; 
7——i Ü, ha n — 2k. 
Alkalmazva a Cauchy-féle integrálformulát: 
k SÍN ITÁZ KÉJ l . .ginr3 


amely a z —3 esetén szolgáltatja az együtthatókat: 


€-3 57 sin0 mü 


l 
€-3 5 Ti7TcosúÚ z IT 


187 


€-i — 1 í7 sin Ü) — 


71 
l 17 
én — zi ((—cos0)- zi 
l 
cris gp sin0 0 
nd Új 
e2 E zgT COs E ar 


Tehát a keresett Laurént-sor: 
3 
at mr 
J(2) gané 3 ts 
-iy J3n-tl 


. s ..3n—2 
ven onrn ét) 


mely sor konvergenciatartománya a Iz til 5 0 körgyűrű. A sorra tekintve 
kiderül az ís, hogy a —i másodrendű pólus, hiszen c.3 — z 7 Ü, de 
c-n — 0, han z 3. A sorból hiányzik a —] indexű tag, téhát: 

Kesíf, — 50 
A szinguláris pontot természetesen a Laurent-sor nélkül ís tudjuk jellemez- 
ni, ha felhasználjuk a jól ismert 


[íz a iy - aa 4 . 


lim sin z z 1 
zal Z 
határértékrelációt. Ebből következik, hogy 
sin 7(z eb í) — Tim sing íz et z) ildll — 1.00 — 00, 
2—a-i (ztip 2—-i míztri (ztij 
tehát a z — —i hely a függvény pólusa. Ha még felhasználjuk, hogy 
ím (z 42. fr) a um EZT B ag, 
7 —i IT—a—I 2 til 


akkor ebből már az ís következik, hogy a —i pont másodrendű pólus. 


Az 1. és 2. példa illusztrálja, hogyan lehet a hatványsor együttható- 
it az integrálformulák segítségével kiszámítani. A. fentiekben viszonylag 
egyszerűen célhoz értünk, azonban -— amint azt a soron következő példák 
mutatják - a gyakorlatban általában más utat választunk a Laurent-sor fel- 
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írására. Ennek egyrészt az az oka, hogy ezek az integrálforrnulák az álta- 
lános esetben nagyon bonyolultak lehetnek. 


A másik ok a Laurent-sor bevezetőben említett egyértelműsége, ami 
lényegében azt jelenti, hogy bármilyen úton jutunk 15 el f hatványsorához, 
az biztosan az f függvényt előállító Laurent-sor. Ezt a tényt felhasználva 
egyszerűbben érünk célhoz, ha már ismert hatványsorokat használunk fel. 
Ilyenek például a differenciálszámítással foglalkozó fejezetben megismert 
elemi függvényeket definiáló TI aylor-sorok, a mértani sor, a binomiális sor 
stb. 


Azért, hogy ennek előnyeiről meggyőzzük az Oivasát, a 2. feladatbeli 
függvény Laurent-sorát írjuk fel a sinz függvény Taylor-sorának felhasz- 
nálásával Is: 

3 5 7 
2 fá 
sinz -z- C TESTÉN mi te 


Egyszerűen hajtsuk végre ebben a z — (zi) helyettesítést, és szorozzuk 


j 
még a kapott sört tegrureátitás 
sin itíz ek ij 1 


(zeti ga 


3 5 
legmedten és ese] - 





fízi — 


KE, : Ta 
gap ató si 
a 24. példában előállított hatványsorral. 


íz hi)" — ..., ami természetesen megegyezik 


Mivel sinz sora mindenütt konvergens, és az — —i pont 


(íz rő 
kivételével reguláris, az is adódik, hogy a sor konvergenciatartománya a 
z — —i ponttól megfosztott komplex sík. 


Lényegesen kevesebb munkával sorbafejtettük tehát az f függyényt 
ezzel az ,új" módszerrel. A továbbiakban több különböző példát is mu- 
tatunk arra, hogy milyen módon lehet az együtthatók integrál-előállítását 
megkerülni. 


3. Fejtse Laurent-sorba az fízi — 


gyűrűkben: 
a) zo — Ü körül, 0 c Iz] c l körgyűrűben; 


1 
——— függvényt az alábbi kör- 
RT) ESGYVÉNY 
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b) za — Ő körül, 1 c Ízj körgyűrűben; 

cz — 1 körül, 0 z Íz— ÍJ c Í körgyűrűben; 

dd zo — 1 körül, 1 z [z — 1] körgyűrűben. 

a) A za 7 B hely az f függvény izolált szinguláris pontja, a feladat 


ezen izolált szinguláris hely körüli Laurent-kifejtést kíván egy olyan kör- 
gyűrűben, melyre Kj — 0 és Ka — Il (6.4 ábra). 





Mivel a 0-hoz legközelebbi szingularitás a z — 1] pont, ezért a Ú pont 
valóban izolált szingularitás, másrészt Rs — d) a maximális sugár. Tehát 
az adott esetben ez a legbővebb halmaz, melyén a sorfejtés elvégezhető. A 
sorfejtéshez bontsuk a függvényt parciális törtek összegére: 


I l l 
J2- en zi 7 


A második taggal nincs dölgunk, hiszen már éléve z hatványát tartalmaz- 
za. Az első tagnál pedig felhasználjuk a jól ismert mértani sort és annak 
összegfüggvényét: 

LL 2 Lo cgszadad a...) 

z-1 1—z 
amely köztudottan a Iz] - h körlapon konvergens. Visszahelyettesítve az 
előző egyenletbe, megkapjuk f Laurent-sorát a ü x Iz] z 1 körgyűrűben; 





KE KN TR SGNNNNNK SEN. SRI DK n 
fiz) — ; 1—2—27—7—-z —...- 27 
Hz — 
A sor alapján elmondhatjuk, hogy a za - Ú pont az f függvény elsőrendű 
pólusa - mely természetesen f eredeti formájából is azonnal látszik —, és 
leolvashatjuk a függvény za — Ü pontbelt reziduumát: 
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Kes(f, 4 — -1] 


b) A Iz] 5 I tartomány égy olyan körgyűrű, melyre Rp — I, fa ze 
(6.4 ábrak. A Iz] 5 1 esetben nem használhatjuk az a) pontbeli mértani 
sorfejtést, hiszen az csak [Iz] c 1 esetben konvergál. Azonban át tudjuk 


alakítani az 





] törtet úgy, hogy egy abszolút értékben 1-nél kisebb 


kvöciensű mértani sor összegfüggvénye legyen: 


I l l 
asz —gzzlítrétzte]. 
z-l zi b z z z 
[ő 


. ; l 
ugyanis Iz 5 1 miatt je z ], tehát a felírt mértani sor éppén a kijelölt 


körgyűrűbén konvergens. Helyettesítéssel ismét megkapjuk a keresett sor- 
fejtést: 


l 1 [ I l l l l 
fdz-etelitotztatejegtatate 
A IZ] 5 1 körgyűrű a s egy környezetének is tekinthető, melyben f 
reguláris függvény. Így a kapott Laurent-sor nem más, mint az f függvény 
ca körüli Laurént-sora. Mivel c.1 — Ü, ezért: 
Kes(f, ah sú 
c) Haazg — Il körüli sorfejtés a feladat, akkor a függvényt z — 1 


hatványai szerint kell kifejteni, méghozzá úgy, hogy a kijelölt körgyűrűben 
légyén konvergens a sor (6.5 ábra) 





b.5 ábra 


Használjuk fel ismét az a) pontbeli parciális törtekre bontott alakot. Az 
első tag már z — 1 hatványát tartalmazza, tehát csak a második taggal kell 
foglalkozni. A törtet úgy alakítjuk át, hogy az a 0 z Iz] c I körgyűrűben 
konvergens mértani sor összegfüggvénye legyen: 
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-— eb a. 5 1. 
14z-1 1-(-G-1) 
-1—-(z—1)4(z-WV-g-IV 4... 


1 
z 


feltéve, hogy 12— 1] - I teljesül. Beírva ezt ; helyére, kapjuk a Laurent- 
sort: 


fü) - —g71tg-D-£-DrG- ILY — s 


— 5 (—-L yt íg - 1 


n——1 
Innen leolvasható — de persze az eredeti képlet alapján is —, hogy azg — 1 
pont elsőrendű pólus, továbbá: 


Kesíz, 11-11 
d) Ha a Iz — 1] 5 1 körgyűrűn konvergens mértani sort akarunk 
előállítani, akkor a c) pontbeli, majd a b) pontbeli azonos átalakításokat 


alkalmazzuk: 
IS l KN l l 1 








z 14£-D z-1I 1 0 1 ar (- 5) 
z—-1l z-1 
hé teme te 
z-l z—1]l £-Dt G-IY 
l 1 1 l 


2-1 G-y"g-  Gent 





Ez egy olyan mértani sor, mely - az ]l esetén, azaz a z— 1] 5 1 


körgyűrűben konvergens. 


Ismét helyettesítve : helyére, megkapjuk a kijelölt tartománybeli 
Laurent-sort: 


1 í] 
z ——— - —... z S 4-IFGg- I 
O-TTz mit 7- eg 3 ve 


4. Fejtse Laurent-sorba az fíz) — komplex függvényt 


— 2Xz 4 1) 
a megadott zp pont körül, a kijelölt körgyűrűn, ha: 
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azaz 0 [Idril 

bhza 50 l c Iz] 22 
edz 2 c ]z] 
dízaz—-i üceliztil]-3 
€lza s —] 3 - Iz 41] 
fen -2 0c[2-2]e3 
gz-2 3 e1z-2] 


Bármelyik tartornányról 15 van szó, hasznos az f függvény parciális 
l 


törtekre bontott alakja: ffz) — G-DGA n7 —3 EI 

al Az ongóban az f reguláris, továbbá X — z a sugara annak a legna- 
gyobb origó közepű körlapnak, amelyen belül f reguláris. Ez azt jelenti, 
hogy az origó körüli Laurent-sor a Iz] c 1 tartornányban a függvény origó 
körüli Taylor-sora. Ennek felírásához ismét a mértani sort És ánnak összég- 
függyényét használjuk fel. Áz átalakítások azt célozzák, hogy olyan hat- 
ványsorokat kapjunk, amelyek a Iz] c l körlapon könveérgénsek. Egyrészt; 

l I l 1 


z-2 2—-z 


ű 
b-£ 
Z 
] Z zt zW 
—--[14£3(é 2) a... 
3 (/ :r 6) (3) ) 


a 1] feltétellel, tehát íz] c 2 esetén konvergens. 








Ez a mértani sor 


Másrészt: 
l l l 
zti 1-dz 1-(-z) 
Ez a hatványsor a [z] c 1 körtapon konvergál. f Taylor-sora ennek a két 


hatványsornak a különbsége, amely a két könvergénciatartomány közös 
részén, tehát a Ízb a 1 körlapon konvergál: 





: 
2 


4 
-1-—-z4t2-27 áz — 


Haz szlárlszllre tlszllrer ulve te ... efiszrz érzet.) - 
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byáz 1] e jz] c 2 körgyűrűbeli Laurént-sor előállításához felhasznál- 
hatjuk 





— a) pontbeli kifejtését, hiszen az Iz[ c 2 esetén konvergál. Az 


függvényt viszont úgy kell kifejteni, hogy a könvergenciatartomá- 





ztIl 
nya a Ízi 5 l körgyűrű legyen. Ehhez az alábbi átalakítás célszerű; 


1 I I I I I 
z(1-2ez-gta sej ezeztzaögte 


Ez egy olyan mértani sor, melynek kvóciense — ki tehát akkor konvergens, 


ha 


Laurent-sort, amely a Iz] c 2 és Iz] 5 1 körgyűrűk közös részén, tehát az 
l z [Iz] c 2 tartományban konvergál: 


l Z 2 7 
H 


— ij 0 

l l l l (-1iy Z 
-(--—4——— 4] s - 

(; z z A ) 2. z 2zeri 


H-t nzü 





-2 z 1, azaz ha Iz] 5 1. Ezék után ismét összegzéssel kapjuk azt a 











c) A izl 5 2 tartományon az törtfüggvény b) pontbeli kifejtése 


l 
ztl 
felhasználható, hiszen Íz[ 5 1 esetén konvergált, de 





sorfejtése ebben 
a tartományban már divergens. Ezért most más módon alakítjuk át: 


I II l 2 Gy Éj 
z — : ———— zi — E -k — kt -— kt — tt... hl 
z-2 z , 4 z z z z 


l 
Z 





amely sor akkor konvergál, ha 3] az ], azaz ha Iz] 5 2. 





Innen ismét összegzéssel kapjuk a Iz] 5 2 körgyűrűbeén — a két kan- 
vergenciatartomány közös részén -— konvergens Laurent-sort: 


1 2 3 xy 
mocAiirárátáte]- 
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I 11 1 — 911 ny, 1 
-k-zta-at")-Ee 4(-1Y]) 2; 
(a E 


Vegyük észre, hogy a Íz] 5 2 körgyűrű a co egy környezetének is tekinthe- 
tő, tehát a felirt Laurent-sor f 56 körüli Laurent-sora. Ennek főrésze nincs, 
csak reguláris része van, tehát az — 00 az f függvény megszüntethető 
szingularitása, és az is világos, hogy az fíco) — 0 a függvény c5-beli 
reguláris kiterjesztése, ugyanis: 
; 3 

hm — --—— — —(Ű 

ez zt) 
Mivel c. j — Ű, ezért a 60 pontbeli reziduum is zérus: 

Res(foj5 0 

d) A végésben a függvénynek két izolált szingulánis pontja van; —I, 
2. Ezek távolsága 3 égység, tehát a zj;j — —1 pont körüli Laurént-sorféjtés 
konvergenciatartornányának külső köre maximum Ra — 3 sugarú. A sör- 


nak zt l hatványai szerint kell haladnia, tehát elég az 





7 törtet átala- 
kítani, illetve sorba fejtem (íz tt 1) hatványai szerint: 


z-2 z41-3 3 ztl ) 3 ) zrl 
3 3 
] ztl  (ZádIY zal 
sz —. HF ——- FE LA TF E L... 
3 ( csultlese zegltluue  uuzllti 





: ; ztl 
A sor konvérgeneciatartománya a z 1, tehát a Iz 4 1] c 3 körlap. 











Beírva ezt a parciális törtekre bontott alakban 7-2 helyére, adódik a 


0 z [28 1] z 3 körgyűrűn konvergens Laurent-sor: 





s01 0 1 ztl GgtIV 
2) FI 303 33 c 
sel 6gtV 
— zt] ant] 
H-Ü 


Ebből következik, hogy az — —l pont elsőrendű pólus, és leolvasható a 
pontbeli reziduum 185: 


Kesíf, — 1h— 1 
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e) A lz F 1] 5 3 körgyűrűben az — 7 d) pontbeli kifejtése nem 
alkalmazható, ezért most más módon alakítjuk át: 
] 1 l l 


z-2  241-—-3 zátWI. 3 








— —l a. 1 — 4 kk 3 kal 
ztI ztl G4tIZ GaeB 


amely mértani SOT a 





z 1, teháta Iz I] 2 3 feltétel esetén kon- 


vergens. Ez éppen a kijelölt tartomány. A sor helyettesítés és összevonás 
után adódik: 
! 1 3 37 


Tt: ige ő gemt 


kö pee 
mul. ; 


Ő) A zp — 2 pont is izolált szinguláris helye a függvénynek. 


Ez a Laurent-sor íz — 2) hatványai szerint halad, és a sor maximálisan 
a 0 a [z— 2] c 3 körgyűrűben lesz könvergéns, hiszen z — —1 is izolált 





tl 





szingularitás. A sorfejtéshez csak az ; - T függvényt kell átalakítani: 


l I I I I l 


— — —ri — 











zt] 7-—-24r3 3 2-2 a z—g 7 
yt! ; ( 7) 
al.(1.2-2 er G-2 





melynek konvergenciatartormmánya a E 2 a 1 egyenlőtlenségnek élegét 


tevő tartomány, tehát a Iz — 2] c 3 körlap. Ennek felhasználásával megint 
összegzéssel kapjuk a Laurent-sort: 








(1 1  2—2 £g-2Y 
fo-—ztzt "dts : szuttlle 
01 nki (Z—-2Y 
ses ő atát a 

nb 
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Innen leolvasható egyrészt az, hogy azp s 2 izolált szingularitás elsőrendű 
pólus, másrészt a pontbeli reziduurrt: 


Resíf 2) — 


g) Végül térjünk rá a [z— 2] 2 3 külső körgyűrűre. Ismét —i 


sorfejtését kell oly módon elvégeznünk, hogy a sor a kijelölt tartornányban 
konvergáljon: 
I l l l 


rk z-r24t3 7-2 14 3 
2-2 











1 MERE ZRNNNNS SERT 
2-2 z—-2 (2-2 


z 1] feltétel esetén konvergál, tehát valóban a 





Ez a mértani sor a — 
megkívánt [2— 2] 5 3 körgyűrűben. A kérdéses Laurent-sor pedig Így fest: 


I j 3 gz 
10-23 -dl-éz té ee] 7 
VE . art 

(íz — 2)" 


5. Írja fel az f(íz) — z — 


láris pont körüli Laurerit-sorát, és jellemezze a szingularitást! 


ő komplex függvény izolált szingu- 


Mind a számláló, mind a nevező reguláris függvény, így f egyetlen 
szinguláris pontja a nevező zérushelye; za — 2. A Laurent-sorfejtést ezút- 
tal parciális törtekre bontással oldjuk még. Ennek szabályai természetesen 
ugyanazok, mint a valós analízisben: 


faj C 
z) — — - 4 ——— 1 ——— 
42) 2-2 (z-2X (z-3y 
A számlálókban levő konstansokat közös nevezőre hozás és rendezés után 
például együttható összehasonlítás útján határozzuk meg. Az eredmény: 
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Z 3 4 
fas z-2t a-t az 


ami ném más, mint a Iz — 2] 5 0 körgyűrűben konvergens Laurent-sor, 
Á sor nem tartalmaz reguláris részt, főrésze három tagból áll úgy, hogy 
€-n — 0, han — 4. Tehát a zg — 2 pont a függvény harmadrendű pólusa. 
Mivel a zg — 2 a számlálónak nem gyöke, a nevezőnek viszont háromszo- 
ros zérüshelye, ezért közvetlenül is adódik, hogy a 2 harmadrendű pólus. 
Mivel c. — 2. ezért: 


Resíf, 2) — 


6. Határozza meg az fíz) — EZÉ függvény szinguláris pontjait, 


azok tipusát, és az összes lehetséges gyűrűszerű tartományban a Laurént- 
sorFejtést! 


Azonnal látható, hogy f-nek két izolált szinguláris pontja van: Üü, — 32. 
Ezek ugyanis a nevező gyökei, továbbá a számláló és a nevező is reguláris 
függvény. Mivel a 0 a nevező egyszeres, a —2 pedig kétszeres zérüshelye, 
a számlálónak pedig nem zérushelye, ezért a 0 elsőrendű, a —2 pedig 
másodrendű pólus. 


A sorfejtéshez célszerű a függvényt parciális törtek összégére bontani: 
8 A B Ü 
942) zzz et2gy  z zt2 (zr2yi 
összevonások után adódik, hogy A — 2, 8 z —2, C — —4. Tehát: 
2 4 


fíz) — EI TÉN 





6.60 ábra 
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Kezdjük a zg — —2 körüli, (z -k 2) hatványai szerint haladó sorfej- 
téssel. Mivel a —2-höz légközelebbi szinguláris pont, a 0 két egységnyi 
távolságra van a —2-től, ezért az alábbi két körgyűrűbén lehet a sorfejtést 
elvégezni (6.6 ábra): 


ajó c lzt2]e2 
h2 cz Iz 3] 


Mivel f résztörtekre bontott alakjában az utolsó két ag már eleve 
(íz 4 2) hatványait tartalrnazza, ezekkel nincs dolgunk. Csak a 7 törtet kell 


íz t 2) hatványait tartalmazó sorba fejtént. 


a) Kezdjük az első esettel. A 3. és 4. feladatban már látott módsze- 
rekkel dolgozunk: 


v-ődN 2 KN z KT l — 
z  z42-2 2-Ggá42  , zt2 
2 
er2 zt era 
z — [14 —E— 1 —6— —— 416 —— 4... 
( 2 22 pl 
Ez a mértani sor akkor konvergens, ha 


z 1, azaz halz 42] c 2, 





ég 
2 





2 e. 
tehát éppen a kívánt körgyűrűben. Beírva ezt z helyére, előáll az f függ- 


vény hatványsora: 





4 2 242 (2429 2 
fiz ——— —— —-1— gt. 
(zE2É 242 2 22 ezné 
Ebből is adódik, hogy a za — —2 pont másodrendű pólus, és c.i — —2 
rriiatt az is, hogy 
Resíf, — 1) — — 


2 
h) Térjünk át a jz 4 2] 5 2 tartományra. Ismét csak a — z sorfejtéssel 
kell foglalkoznunk, de úgy, hogy a felírt sor ebben a , külső" körgyűrűben 


könvergáljon: 
v-E 2 nd 2 
z 242-2 242 2 





] — 
zt2 
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2 2 2 2 
z——-[1- tt —-— th... —- § 
-z( 242 cigit ) 233 
Hz 


Ez a mértani sor akkor konvergál, ha 





z k,tehátéppenalzt2] 52 








körgyűrűben. Helyettesítsük be : helyére, és kapjuk az adott körgyűrűben 
konvergens Laurent-sort: 


[maj ey 
fíz) — Try 


Most térjünk rá a 0 körüli sorfejtésre. A szinguláris helyek elhelyezkedé- 
séből adódóan most is két körgyűrű adódik (6.7 ábra): 





cjű [Iz] c2 
d) 2 c [z] 


Támaszkodjunk ismét f résztörtekre bontott alakjára. Ebben az első 
tag z hatványát tartalmazza, így csak a 2. és 3. tagot kell kifejtenünk. 


c) Mivel a 





Z 
7 törtfüggvény a 0-ban reguláris, ezért ennek a Ü körüli 


Taylor-sorára van szükségünk. A szokásos átalakítással: 
z 2 l l 


nr — ime 
— 


z4t2 247 145 1-( e 





2 02 


200 


z ] — 4 24 cl — z 
2 7 27 i 
melynek konvergenciatartománya a 2 z ]l egyenlőséget kielégítő tarto- 








mány, tehát a Iz] c 2 körlap. 


A harmadik tag, a zni tört ismét reguláris függvény a 0-ban és 


a Iz] c 2 körlapon, tehát ennek is a 0 körül; Taylor-sorát keressük. Ehhez 
felhasználjuk a hatványsorok tagonkénti deriválására, illetve integrálására 
vonatkozó tételt. Integráljuk a sorbafejtendő függvényt: 


3 -4 
— dzs 1Cc 
[éa z4t2 


Z 7 törtnek a Taylor-sorát állítottuk elő, tehát 





Az előbbiekben éppen a 
annak a sornak a felhasználásával; 
2 3 d 
[edagü7e-2k t-t 
A keresett sor ennek tagonkénti deriválásával adódik: 
KAN —z ][-—7- 3z 477 Sz — 
íz 42E az 23 28 
Ez a sor az említett tétel szerint szintén a Iz] c 2 körlapon könvergens. 


Behelyettesítve ezeket a sorokat a törtek helyére, megkapjuk a Laurent- 
SÜT: 


2 3  . sZ o s 
——-24—-2-ér tt... - 
52 (VT 42) a 
er tR mi 


n:ü 
Erről egyrészt leolvasható, hogy a 6 elsőrendű pólus, és css so 2 miatt 
kapjuk azt is, hogy: 
Kestrf Új) s 2 
d) Végül határozzuk meg a Iz] 5 2 körgyűrűben érvényes Laturent- 
sorfejtést. Az eljárás hasonlít a c) pontban követett gondolatmenethez, az- 


zal a különbséggel, hogy ebben a körgyűrűben természetesen nem beszél- 
hetünk Taylor-sorról. A. Laurent-sor a szokott módon adáklik: 


Zz01 





il 
Fa] 6. tl ho 
ETT tán 

ek 

I 
tr] H 
fa I ha 

tal "és 

fa I h 
Ta] La 
öli 
emezt 

li 


2 


Fa 


melynek könvergenciatartománya a 2] a 1 feltételi egyenlőtlenségből 
adódóan a 2 c Iz] körgyűrű. 


A harmadik tört kifejtéséhez ismét felhasználjuk a hatványsorok ta- 
gonkénti derrválására, illetve integrálására vonatkozó tételt: 


4 4 
—— dr -——-4C 
[zat za2 


Az imént éppen a tört sorát állítottuk elő, amelyből (—2)-vel való 





2 
42 
szorzással adódik, hogy 


4-c- Ét 
EZ; z o gi 7 


ahonnan tagonkénti deriválással születik meg a tört Laurent-sora; 


4 
íz t2y 
a 2 2-2 3.2 
zaD 2 d d 
Mindezeket visszahelyettesítve a résztörtekre bontott alakba, kapjuk, hogy: 


2 (2 2 Hy 
27-77 -—-—4-——— dt... h- 
1) ( 2z ; z ) 
zo 2.BH 3.3 úi 
SAR ga] 


- ren 2 -( si álá LÉ 1) - an 





Ez a Laurent-sor ismét tekinthető a függvény cs körüli hatványsorának, 
hiszen a Iz] 5 2 körgyűrű a ca égy környezete, mélybén f reguláris. 
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Ebből a szempontból tekintve a sort, leolvasható, hogy főrésze nincs, 
csak reguláris része, és az is nyilvánvaló - akár a sorból, akár f eredeti 
alakjából -, hogy: 


HL fíz) — 
tehát az fifo) — Ő kiterjesztéssel f a s-ben is regulárissá válik. Másrészt 


€-1 — Ü miatt adódik az is, hogy Res( A ii — Ü 


7. Írja fel az f(íz) — 


Laurent-sarát! 


EZ függvény izolált szinguláris hely körüli 


A sh függvény és a z függvény mindenütt reguláris, így a függvény 
egyetlen szinguláris pontja a z — 0 pont. Ez a nevezőnek ötszörös zérushe- 
lye, zérushelye azonban a számlálónak is. A LHospital-szabállyai azonban 
kiszámítható, hogy 


ím BZ — (im ÉZ — eh0 — L, tehát 
2—Ü Z ad ] 

him 2 . fiz) — lim zt. Sz I 
Zt Tap ző 


amiből következik, hogy a 0 pont negyedrendű pólus. Nézzük meg, hogyan 
tükröződik ez a sorfejtésből. Induljunk ki a sh függvény lavior-sorából, 
amely a téljés komplex síkon könvérgens. 


3 v) T 

Faj Z í£ 
h - HF — -k —— HF — Fk, ,, 
jndnlt dt TE TÉT 


l ; 
Ha ezt a sort tagonként megszorozzuk —--nél, kapjuk a Laurent-sort: 
z 


ke 


shz I Z 2 l 3n—d4 
s sgeleátáte] emi 
H- 


l s. . 
A sor — hatványai miatt a Iz] 5 0 kilyukasztott komplex síkon konvergens. 
Z 


A sor főrésze véges sok tagot tartalmaz, tehát a Ú pont pólus, mivel 
c-4 — l.dec-4 —Ü hanz 35. 
Ezért a 0 valóban negyedrendű pólus. Mivel €.4 — 0, ezért Res(f, 0) 5 0 


A Izl 5 0 körgyűrű egyben a o távoli pontnak is környezéte, téhát a 
függvénynek a 06 is izolált szinguláris pontja. Ebben az esetben a a körüli 
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Laurent-sor egybeesik a 0 körüli sorral. Ebből a szempontból a sor főrésze 
végtelen sok tagot tartalmaz, tehát a co a függvénynek lényeges szingula- 
ritása. Mivel csi — 0 most is teljesül, ezért Res(f, 09) — 0. 


8. Írja fel az alábbi függvények izolált szinguláris pont körüli Laurént- 
sorát! 


a) Ar zet 


fal 
h) f(z) s; 


c) fzíz) — ez 
z — 
d) [a(z - 


l 
e) fiz) — egri 


Mind az őt függvényben szerepel e/, amely a léeljes komplex síkon 
reguláris függvény. Minden feladatrészben támaszkodni fogunk e" 6 körüli 
Taylor-sorára, mely az alábbi: 


kem) 
z zo oz oz 
Faji 5 fett GREEN Blast 
da itztag tajt te 
nzrü 


a) Az fi függvény a teljes komplex síkon reguláris, hiszen ez és 2 
is reguláris, így szinguláris pontja nincs. Így bármely véges 2) E C pont 
körül Taylor-sorba fejthető. Írjuk fel a legegyszerűbbet, a 0 körüli Taylor- 
sort: 





nez n-t 
Mivel fj regularitási tartománya a íz] § so körlap, amely a o környeze- 
tének 15 tekinthető, ezért a co izolált szinguláris pontja fp-nek. A co körüli 
Laurent-sor egybeesik az előbb felírt Tavlor-sorral. Ennek főrésze végte- 


len sok tagot tartalmaz, tehát a  fj-nek lényeges szingularitása. Mivel 
c.-i s U, ezért Resffy, sa) — 0. 


b) A már említett regularitási tulajdonságok miatt f-nek a z — Ú pont 
izolált szinguláris helye. Mivel a nevezőnek éz kétszeres zérushelye, és 
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e z 1, ezért a 0 pont f2-nek másodrendű pólusa. fs a za — 0 pont körül, 
a Iz] " 0 körgyűrűben Laurent-sorba fejthető: 


kan) in mij 
- 2 
1 Tr zt ] ] l z Z 
jsz Yzy z—4$-he RE r E... 
FA) s a a" zz Z 2 31 d! 
FH — 1) 


Ebből is látszik, hogy a Ő pont másodrendű pólus, továbbá csa — l miatt 
az is, hogy 

Res(f, 0) — I. 
fa regularitási tartománya a Ö a Iz] c re körgyűrű. Eszerint f2-nek a 63 
is izolált szinguláris pontja. A os körüli Laurent sor ismét egybeesik a 8 
körüli Laurént sorral. Ennek főrésze végtelen sok tagot tartalmaz, tehát a 
co lényeges szingularitás, továbbá c. 4 — l miatt 

Rest fo, 0)j— —coj — -I 





1 
c) fs3-nak is z — 0 az egyetlen véges izolált szingularitása, hiszen z a 
0-ban szinguláris, Így fz regularitási tartománya a G cz Izj z es körgyűrű. 


A. Laurent-sort megkapjuk, ha ef Taylor-sorában z helyére 23 et irunk: 


ge 


1.1 rsl4.h4.L 4 
an! zén 0 zi 2it 0 3ió 
Hz 


A 0 körüli hatványsor végtelen sok negatív kitevőjű hatványt tartalmaz, 
tehát a 0 pont az f; függvénynek lényeges szingularitása. Mivel c.r — Ü, 
ezért a pontbell reziduum zérus: 


Res($s, 4-0 


Az említett regularitási nuajdonságok miatt ez a sor egyben a ve mint izo- 
lált szinguláris hely körüli Laurent-sornak is tekinthető. Ebben az esetben 
a sor csak reguláris részt tartalmaz, főrészt nem, tehát a sc fs-nak meg- 
szüntethető szingularitása. Mivel 


d 
2 


limez —], 
7 


ezért az fs(o) :z 1 definícióval f3 a ss-ben regulárissá tehető. csi — 0 
miatt ebben az esetben is igaz, hogy Res( fz, va) — (k 


fzízd e 


dd! Az 4 függvénynek ugyancsak Ű az egyetlen véges szinguláris pont- 
ja. Regularitási tartornányá a § c Iz] z cs körgyűrű. 


Laurént-sorát ismét ef sorából kiindulva kapjuk meg: 
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l 1 Óz 
fás z(lé-a H2)) - 51 si — (1 " - 


n—-0 


2 
--csr2zat 
EB s mi ta tg t : 
n- 
Az élső két tagtól eltekintve , ugyanazt" a sort kaptuk, mint az fo függvény 
ésetébén, azonban a szinguláris pont más jellegű. A sor nem tartalmaz fő- 


részt, téhát a 0 pont megszüntethető szingularitás. A sorra tekintve világos, 
hogy az f4(ú) — 5 definíció a függyény Ü pontbeli reguláris kitérjesztése. 


Ezzel f4 a téljés komplex síkon regulárissá vált. A c úgyszintén izolált 
szingularitás. A Ú c Iz] c cs regularitási tartomány miatt a cs körüli hat- 
ványsor egybeesik a Ú körüli hatványsorral. EkKor a sor főrésze végtelen 
sok tagot tartalmaz, tehát a c a függvény lényeges szingularitása. Mivel 
€.1 5 Ü, ezért: 

Resi 4, 0) —- 0 és KRes(fao)— —corp 70 

e) Az js függvénynek szintén a Ő pont az egyetlen véges szinguláris 
helye. A sort ez esetben a polinomosztás, illetve pontosabban a hatványsor- 


ral való osztás módszerével állítjuk elő, melynek szabályai megegyeznek 
a polinomosztás szabályaival. Mivel az a) pont szerint; 


4 § és 
2-ezzzaz rantatm k... Ezért: 
4 5 
..2 2 o, hb. .i ll 
Liz: eludadagtántes7 ztate 
2 K! 
rá Fa 
maltztartapt ee 
Fa Fáj rali 
só dsé rá rás TÉN 
a 4 
a -2-2- És É- 
21 31 
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Tehát fs Laurent-sora: 
l I 1 
z-—-t-t... 

j5 2 z 2 
alakú. Ebből is adódik, hogy a 0 pont az F; függvénynek másodrendű pőlu- 
sa. Ez közvetlenül is leolvasható f5-ről, hiszen zíe-nek a ü pont kétszeres 
zérushelye. Mivel c. , — —l, ezért: 

Res(f5. 0) — — 
A korábbnakhoz hasonló okból ugyanez a sor egybén a có mint izolált szin- 
guláris pont körüli Laurent-sor. Ennek főrésze végtelen sok tagot tartalmaz, 
tehát a o f;-nek lényeges szingularitása. Továbbá: 


Restfs, 0)7- —c. 151 


Az 


9. Írja fel az fíz) 5 EgrerTy] függvény izolált szinguláris pont körüli 


Laurent-sorát, és jellemezze a szingularitást! 


f számlálója és nevezője 15 mindenütt reguláris, tehát az — —i pont 
az egyetlen végesben fekvő szinguláris hely. Mivel ez a nevezőnek há- 
romszoros zérüshelye, a számláló pedig sehol sem nulla, ezért a —i pont 
harmadrendű pólus. 


A —i körüli Laurent-sor a 0 c Iz il c ce körgyűrűbén konvergens. 


Ez a sor íz ti) hatványai szerint halad, ezért csak a szárnlálóban levő esz 
függvényt kell sorbafejteni. Ezt azonos átalakításokkal tesszük: 
3z Az A — 3i I 





€ € "e —3i 3zti) 
zi ms kk] té 1 —r..!,. ga — 
Köz ey íz ij? (z kip 
Di, I : — 9 .(zári 28. — 39. (zt pp? Hi 
29 gar 2 nt 2. n! 7 
n-t mü 


3 3 
-3i 1 3 3 3 
ze. ( 2 -4—— 4—— 4-4... 
s (er ZA NGá) 31 ) 


A sor főrésze három tagú, és €-n s 0, han z 4, tehát a —: valóban 
harmadrendű pólus. 

Ha leolvassuk c. ,-et, megkapjuk a reziduumot: 
—ái az 

:3 


Res(f, — il bi EGT 
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10. Határozza meg az fíz) 5 
hely körüli Laurent-sorát, és jellemezze a szingularitást! 


— . en. függvény izolált szinguláris 


Mivel a sh függvény a teljes komplex sikon reguláris függvény, ezért 


si illetve - miatt 0 az egyetlen véges szinguláris hely, a régularitási 
Z 
tartotnány pedig a Ú c Iz] z c körgyűrű. 
A. sorfejtéshez dult sh alábbi 0 körüli Taylor-sorát: 


3 va zért] 
Fő 
hz — z 4 — th — — 
tn Ti DOTT 


Ebből z — ; helyettesítéssel és --tel való szorzással kapjuk a Laurent- 
Z 


sort: 
na 


— l j 
f) 7 Z OTTTJI FE TTÉS ZETT Ni 2. FL) zgnri 7 
Hz 


- d 4 a 1, L.l. 
3 o ag oz o os og 
A sor főrésze végtelen sok tagot tartalmaz, a € lényeges szingularitás, és 
€-1 — Ü miatt: 
c-4 — Kestf, 0 — 


A Laurent-sor a függvényt a ü z Iz] c 9 körgyűrűben állítja elő, amely 
a co körüli körgyűrűnek is tekinthető. Ebben a tartornányban a felírt hat- 
ványsor egyben c körüli Laurent-sor 15. Ekkor a sor csak reguláris részt 
tartalmaz, főrészt nem, tehát a 00 megszüntethető szingularitás. Világos, 


hogy 
lim 5 shi — Tim wz? - shw z 0.0 z 0, 


ezért az ffco) : — 0 a függvény végtelénbeli reguláris kiterjesztése. To- 
vábbra 15 c. , — Ü, tehát: 


KResíf, 0) — —cor sü 





11. Írja fel az f(2) — ízt lehe - 


pont körüli Laurent-sorát, és jellemezze a szingularitást! 


- függvény véges izolált szinguláris 
[j 
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Induljunk ki abból, hogy az ] és a ch függvények a teljes síkon 
. ; belső 


függvény miatt § c lz— F] c sé körgyűrű. Tehát az í és co a függvény 
izolált szinguláris pontjai. 


A Laurent-sor előállításához felhasználjuk ch Tavlor-sorát: 





reguláris függvények, így a függvény regularitási tartománya z 





pr ál MÉ 4! 


A. sornak (z - - p hatványai szerint kell haladni, ezért egyrészt elvégezzük 


ch sorában a z 





- helyettesítést, másrésztazt1] 5 5z7-—-itl-ii 
— d 


azonos átalakítást; 











] 
(4 1eh- z ((z— d 4(143)) - San; ZET 
- ESNI ölti b 
"LO G- EJT PT ZÖmi -naT 


l I 4i I 
. ma b — . ——— ht 
z-i a 0(z—-ijé 
Az ! körüli sor főrésze végtelen sok tagú, tehát az ! pont a függvény 


. . l 
-2-btÜlTtütg 


lényeges szinguláris helye, mivél c.: — 7. ezért; 


, I 
KResüf, H) — 71 


12. Vizsgálja meg az fíz) — sin (z -k 7) függvényt szingularitás 
szempontjából! 


Íjuk fel f Laurent-sorát. Ehhez vegyük figyelembe, hogy a sin függ- 
vény mindenütt, a z -k : belső függvény pedig a z — 8 pont kivételével 


réguláris. Ezért f regularitási tartománya a 0 a Iz] c se körgyűrű. Ez 
annyit jelent, hogy a Ü és ve a függvény izolált szinguláris pontjai. 
A sor felírásához felhasználjuk a sin függvény Taylor-sorát: 
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3 a zéntl 


. — —f . TT — H 
tt dm dl TEMETÉS  AöTTTI 7) 


Ebben a sorban elvégezzük a z GC zt : helyettesítést: 
I 1 ILY 1 1" 
z1l1z4—j——Ízt- — -[ —... 
42) z T) 3! Gz 7) Tt 5! ÍZ T) 
(—1y 1 2ntl 
j VÁ Di kr) 


Ez azonban még nem , igazi hatványsor", hiszen annak z hatványai szerint 


kell haladni. Felhasználjuk még a binomiális tételt íz La 7) hatványainak 
kifejtéséhez: 
2ntil 


1 A /9n41 l 
úl .2n-kel d 
krz) EV, péz 


2nti 
37 (s t ) 2n—2k-I 
z . Z Mi 
k 
k-Üü 
ha ezt visszanhelyettesítjük az előző sorfejtésbe, akkor kapjuk meg a Úú 


körüli Laurent-sort: 
mm 7n4tI 


ro Szet 7) ee 


Á SÖT "mindkét írányban végtelen", azaz z-nek végtelen sok pozitív és 
végtelen sok negatív egész kitevőjű hatványát tartalmazza, Ha a mondot- 
takhoz hozzátesszük még azt is, hogy a sor egyben a ca körüli Laurent-sor, 
akkor elmondhatjuk, hogy mind a Ú, mind a se a függvénynek lényeges 
szinguláris pontja. 

A reziduum most nem olvasható le olyan könnyen, mint az eddigi- 

2nt] 

ekben. Az ki hatvány ugyanis szérepel minden égyés íz b — alakú 


összeg kifejtésében, méghozzá akkor, ha 91—2£-4-1 — -l teljesül, tehát ha 
k — Hn — l. Mivel végtelen sok ilyen tag van, ezek együtthatóinak összege 
égy végtelen numerikus sor, melynek határértéke a pontbeli reziduum; 


210 


—. (—-IP /2n4I1 
Res(f, 0) z —Réslf. "aj GZTTji ( 1 - ! ) 
n-ű Í 


13. Határozza meg az fix) — e függvény origó körüli Laurent- 


sorát! 


A sh függvény mindenütt reguláris, ezért f-nek ott van szinguláris 
pontja, ahol sh-nak zérushelye. Tudjuk, hogy shű — 0, és azt is, hogy 
sh periodikus 27rf-vel. Ezért a szinguláris pontok végtélén sökan vannak: 
az s k-2nxi.k € 7. Mivel 


! — — 
(shz 2-2, - ehz[, — izű, 
ezért ezek a zz pontok mindannyian egyszeres zérüshelyek. tehát f-nek 
élsőréndű pólusai. 


A szinguláris pontok elhelyezkedéséből adódik, hogy az origó körüli 
sor legfeljebb egy Ka — 27 sugarú körön belül állítja elő a függvényt, 
tehát a Laurent-sor konvergenciatartománya a 0 ca [Iz] c 2z körgyűrű. 


A sorfejtéshez felhasználjuk a sh függvény Taylor-sorát: 


3 5 . 3n-41 

2 Pá FA 
hz—2t— 4— 4... -— 4 ——  — 
meze ar si — (nk! 

és alkalmazzuk a hatványsorral való osztás technikáját, mely szerint: 
jú E l ge áéls am] 
shz 3 oz 3 sr Gr 
z-k gt -k ai 4, 69 


A sor főrésze egytagú, tehát ismét adódik, hogy a 0 elsőrendű pólus. Mivel 
c.g — ll. ezért: 


] 
R (9) — 1 
5 shz 


Az izolált szinguláris helyek 24 — k-Z2rit, k € £ sorozata a c0-hez torlódik, 
tehát a ca f-nek nem izolált szingularitása. Így os körüli Laurent-sor nem 
létezik. 


14. Írja fel az Ffíz) — függvény Ú körüli Laurent-sorát! 


h 
z-hiníi -z 
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A függvénynek két szinguláris pontja van a végésbeén. Egyrészt a ne- 
vező nullahélye, amely mindkét tényező esetében a zg — 0 pont, másrészt 
az In( 1-4 z) függvény szinguláris pontja, ez az 1-bz — 0 egyenlet megoldá- 
sa: z s —]. Ezek szerint a ú körüli Laurent-sor a 0 z Iz] c 1 körgyűrűben 
állítja elő a függvényt. 


Induljunk ki ebben az esétben ís abból, hogy ismerjük az Iníl 42 
függvény Ú körüli Taylor-sorát, mely Iz] c L esetén konvergens: 


zt .oz 2 
mílt2-z-ztz Tt 
Íf sorát hatványsorral való osztás útján állítjuk elő: 
l s l I ! l l 
emitd ez d s sziz o nt 
2 3 4 


(Részletesebben a 8. feladat e) részére utalunk.) 


Ebből kiderül, hogy a z — 0 pont a függvénynek másodrendű pólusa. 
Ez természetesen egyszerűbben is kimutatható: 


Legyen efz) — 2: in(1 4 z), ekkor nyilván efüj) — 0, és 


s l-o j ( 17) 
z]1]1t17-2570. 


HT l l 
8"töl..o tata) 
z 1] 4z (l 47) zzz 


Ez pedig azt jelenti, hogy 9-nek a 0 kétszeres zérushelye, tehát 7-nek 
másodrendű pólusa. 





t]hn140-0, 
z-0 








Visszatérve a sorra, cg — 5. tehát: 
Restf, Ú) 5 
Kiegészítésképpén megjegyezzük, hogy a z — —1 szinguláris pontot nem 


tekintjük izolált szingularitásnak. Ennek oka a következő. 


Közismert, hogy a komplex logaritmus égy végtelen sok értékű relá- 
CI: 
Inz — In]z] 4 i(argz 4 2£-r), 


amely minden —z tk ö2x a Imz cx tk. .2z ok € Z valós tengellyel 
párhuzatnos sávot leképez a negatív valós féltengely mentén felmetszett 
komplex síkra. Egy-egy ilyen síkot Riernann-felületnek nevezünk. Ezek 
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végtelen sokan vannak, mélyek páronként az említett félégyénés mentén 
érintkeznek egymással, és ebből következően mindannyian érintkeznek az 
arigóban. Az ilyen pontot a függvény elágazási pontjának nevezzük, mely 
ébben az esetben az említett ökok miatt ügynevezett végtelen rendű elága- 
zási pont. Az ilyen elágazási pontot nem tekintjük izolált szingularitásnak , 
ezért a feladatbeli függvénynek nem létezik a z — —1 pont körül Laurent- 
OTA. 





15. Fejtse Laurent-sorba az fífz) — In G — 


37 c) komplex függvényt a 


0 körül minden lehetséges körgyűrűbeén! 
A. függvénynek két szinguláris pontja van: a nevező nullahelye: — 2, 
ez izolált szinguláris hely, és a komplex logaritmusfüggvény szinguláris 


—£ tört nullahelye: 2. Mint azt az előző feladatban megin- 





. 2 
pontja, ez a 
dokoltuk, éz ném izolált szingularitás. 


Ezeknek a szinguláris pontoknak az origótól való távolsága 2. ÁZ ort- 
góban és f — 2 sugarú környezetében ezek szerint a függvény reguláris, ott 
Taylor-sorba fejthető, mélynék könvergenciatartománya a Iz] c 2 körlap. 
Á sor felírásához felhasználjuk az Iní(l -- z) függvény ismert Taylor-sorát, 
amely Íz[ c L esetén keretar 


ni 42) — c) LE 


nzi 
továbbá a logaritmus azonosságait, mely szerint: 


fíz) - Iní2Z — 2) — In 417 -— ln(2 i — 5) — n(2 (1 4 5 )) ti 
- af - 5) in az 5) 
N 2 2 
Innen f Taylor-sora úgy adódik, hogy Iln(l t 7) sorában elvégezzük rendre 
a z — a illetve a Z — 5 helyettesítéseket, és összevonunk: 


6 z zy 
fd 7- 9 (-nett Ca 2) Yen LE. 6) - 
nzi 
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ran — ff egattb] 
-D- EDE a 


Hen 
Hz] 


A kapott Taylor-sor konvergenciájának feltétele a 





5] sz l egyenlőtlenség, 
tehát a sor a Iz] c 2 körlapon állítja elő a függvényt. Azonban a függvény 
sorbafejthető a 2 a Iz] c se körgyűrűben is, hiszen ebben a tartornányban 


reguláris. Így kapjuk meg a függvény ce körüli Laurent-sorát. Ismét a 
Taylor-sorból indulunk Ki, de f átalakításai azt célozzák, hogy Iz] c 2 
csetlén konvergens sorok összegfüggvényei jelenjenek meg: 


f(z2) — In(2 — 2) — In2 4 2) in(z (é - 1) — in(z ( 4 1) - 
N (2 7 1) - m( 3 Tt 1) - m(1 - 2) -4 ir — m(1 Li 2) 


Az átalakítások során felhasználtuk a nyilvánvaló In(—z2) — Inz 4 ér 


azonosságot. 


Ha itt élvégezzük a korábbi helyettésítéseket, megkapjuk a cs körüli 
Laurent-sort: 


f9z ma ye pyt! :(- 2 - e (gy i 
me plebz eten Hi 


zA 





Innen kiderül, hogy a függvénynek a cs megszüntethető szingularitása, 
hiszen a sor főrészt nem tartalmaz. Mivel 


banta (27) - h-0 mét mim 

ami természetesen a Laurent-sorból is azonnal leolvasható, ezért 
fico):z ím 

a függvény 50-beli réguláris kiterjesztése. Továbbá, mivel 


(—1y —(—-1y 
l 





€-] E .-2 —m —4, 


ezért 
Res(f, 0) — —c.g s 4. 
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16. Határozza meg az Fíz) — ctg [/ z) függvény szinguláris pont- 


jait, vizsgálja meg azok típusát, majd állítsa elő a 0 körüli Laurent-sort! 


A kotangens függvény definiciója alapján 
JT 
COS (B 2) 
. ém j 
SITI G : e) 


ahonnan világos, hogy a függvénynek végtelen sok szinguláris pontja van; 
a nevező minden zérushelye szinguláris pont, ugyanis a trigonometrikus 
függvények mindénütt regulárisak. A nevező zérüsheélyei: 

a 27k:g azaz -2kkez, 

tehát a páros egész helyék a nevező zérüshelyei, de a szárnlálónak nem 


zérüshelyei, hiszen: 
cos CG 2) — cos(kr) — (— LÉ 0 
Továbbá, mivel 


, "Tt j JT JT k A 
da (5-2) zcos( 5 2k) hoz ső 
zeik 

ezért a zérüshelyék mindannyian egyszeresek, tehát minden z, zérushely a 
függvény elsőrendű pólusa. Ezzel egyben azt is megállapítottuk, hogy ezek 
a szingularitások mindannyian izoláltak, hiszen a szomszédosak távolsága 
2 egység. 

Az izolált szingularitások z, (k € 2) halmazának a cs torlódási pontja 
— nem létezik olyan R 5 0, hogy a Iz] 5 R körgyűrűben ne volna szingut- 
laritás —, ezért a 00 nem izolált szinguláris pont. 


fiz) — 





6.8 ábra 
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A za — 0 körüli Laurent-sor az említett ökok miatta0 c [Iz] 2 
körgyűrűben állítja elő a függvényt (6.8 ábra). 


A sort most az együttható-összehasonlítás módszerével állítjuk elő. 
Mivel kiderült, hogy a Ü elsőrendű pólus, kereshetjük a sort 


Fadlll 
fiz — Ft eg tejz tesz b csz t... 


alakban. Feladat nyilván a cs együtthatók meghatározása. A törtet átrén- 
dezve kapjuk, hogy: 


cos (5 2) — f(zl-: sin CG 2) 


Minden tényezőt helyettesítve a sorával: 
2 4 


ni z xy z 
li — — amar —. 4 — — , 5 
Gara 
(Ek egtaztező tk...) 
52-()R) E 
.D5-z-[5)-—atf(-). 5 ... 
z 2 31 2 s 


Ha elvégezzük a jobb oldalon a szorzást, rendre meg kell kapnunk a bal 
oldali sor együtthatóit, A bal oldali konstans tag I. a jobb oldalon csak 
egyféle módon kapunk állandót, igy: 


AT 
1] —- c. :—, ah -j s —, 
C-i 7 ahonnan c. r 7 
Ezzel megkaptuk a függvény Ü ponthoz tartozó reziduumát 15: 
2 
R Ü) — — 
es(f, 0) 


A bal oldalon nincs elsőfokú tag, a jobb oldalon ismét csak egyféle módon 
kapunk elsőfokú tagot, ezért 


1 
Ü — cg: 7" ahonnan cg — (1. 


A második hatványok együtthatót: 


29 a 7 ja" 1 7 


I 
Ahonnan cj — —-, és Így tovább a megfelelő hatványok égyütthatáit 


összehasonlítva megkapjuk az ismeretlen cs szorzókat: 
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Tehát a Laurent-sor; 
l l 


7 2 
ag (5-2) eg gtozzt 


17. Fejtse origó körüli hatványsorba az összes lehetséges körgyűrűben 
az fízd — víz t lXz 4 2) komplex függvényt a 0 pont körül! 


A ,z függvénynek szinguláris pontja a z — Ú pont, mely másodrendű 
elágazási pont - részletesebben lásd a 14. feladatot -, mely ezért nem 
izolált szingularitás. 


Eszerint f-nek két szingularitása van z - —-l és z — -2, mind- 
ketten másodrendű elágazási pontok. f olyan kétértékű reláció, melynek 
Kiernann-felületei éppen a [—z, — 1] intervallum mentén érintkeznek. Ez a 
szakasz nem szerepelhet egy Laurent-sor könvergenciatartományában, te- 
hát az origó körüli sorfejtés egyrészt a Ízj c ] körlapon, másrészt a Iz] 5 2 
körgyűrűn végezhető el (6.9 ábra). 





6.0 ábra 


A Iz] c 1] körlapon f reguláris, Így f hatványsora ezen a körlapon egy 
Taylor-sor. Ennek előállításához felhasználjuk a binomiális sort, melynek 
könvergenciatartománya éppen a iz] c 1 körlap: 
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Ennek alkalmazásához átalakítjuk a függvényt; 


fd- VGEDETD-ÜtJÉ 2422 - 
— 2.aegi- (i :2y 


2 
Az első tényező hatványsora éppen a felírt binomiális sor. A. második 


tényező sorát úgy kapjuk, hogy az idézett sorban elvégezzük a z — 2 
helyettesítést: 


I 
ző il z 1 (3) I (A 
14-]I] —1l1t—--——- zzz] t— íz] —- s 
( 5) 31 § 12 lá 12 


2 
43-i Li 
4 ag 


Ennek könvergenciatartománya a 





"ai 2 1 feltételből adódó Iz c 2 körlap. 


f Taylór-sorát megkapjuk, ha kiszámítjuk a felírt két hatványsor 
Cauchy-féle szorzatát: 
- d l2 ds 
Í() - v2(i taz—gi dt Ty a) 
z 


(143255 kh — ri )- 
rEdEGr SööM TT Slllmltát Mimi 


] l I 1 1] 
- (tr (ztajztl-z tag] étr e) 
v2 2 aj 32 a 8 
— VZ(14 32 zé gző 7) 
A kapott sor könvergenciahalmaza a 


il elésl] e2 


körlapok közös része, tehát a Íz] z Í körlap. A sor nem tartalmaz főrészt, 
tehát a várakozásnak megtelelőén Tayvlor-sor. 


218 


Térjünk át a Iz] 5 2 körgyűrűre. Ismét a binomiális sorra támasz- 
koödunk, de szokás szerint f-et úgy módosítjuk, hogy abban a [z] 5 2 
körgyűrűben konvergens hatványsorok összegfüggyényei szerepeljenek: 


10 - VETVETŐ - sz (re De (12) - 
cen 3) 


A Laurent-sort úgy nyerjük, hogy a szorzat 2. és 3. tényezőjének sorát 


az (1-4 z42 binomiális sorából z — -—, illetve z — — helyettesítéssel 
Z z 


előállítjuk, majd a kapott sorokat összeszorozzuk: 


I Il il I Il I! 
fod-z(18zz-gegtizz e] 
I 





Az első tényező sora pi a ] esetén, tehát a Iz] 5 l körgyűrűben, a má- 


sodik tényezőé pedig z z 1 feltétel mellett, tehát a Iz] 5 2 körgyűrűben 


konvergál, a szorzat ezek közös részén, tehát a Iz] 5 2 körgyűrűn állítja 
elő a függvényt. 


A sor főrésze egytagú, és c, — 0, han 5 2, tehát a c a függvény- 
nek elsőrendű pólusa. Az, hogy a co pálusszingularitás, adódik az alábbi 
határértékrelációból; 


him azzt 4 3742— en 
aZ atk ÚT 


Másrészt, mivel ci —g ezért: 





Res(f, 9) — —eog : 


18. Fejtse Laurent-sorba az fiz) — $/z(2 — 1) komplex függvényt 


az izolált szinguláris pontja körül! 
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Tudjuk, hogy az f/z függvénynek a z sz Ő pont szinguláris pontja, 
de nem izolált szingularitása, hiszen ez a pont r-edrendű elágazási pont. 
Ebből következően f-nek szinguláris pontjai a —1, 0, ] pontok, de ezek 
egyike sém izolált szingularitás, hiszen mindégyikük elágazási pont. 

Ezért a o az egyetlen izolált szingularitás, amely körül a függvény 
Laurent-sorba fejthető, az említettek miatt a Íz] 2 1 körgyűrűn. Ehhez 





felhasználjuk (1 - 2)" sorfejtését, azaz a binomiális sort, a 5 5 éseLÉTT 


aa— [2 ff ... 


út 
E 
(1 tzY — 1 hazi 71 z k 31 


mely a Iz] c EF körlapon könvérgéns. Ehhez átalakítjuk először f-et: 


fíz - Z2(2-1) - V2:$/2.(1- 5) - 


EZ: a 1 — 


ala — la — 2) 3 


e 


és erre már alkalmazható a binorniális sorféjtés z — 2 helyettesítéssel. 
Z 


Mivel 
b 7I 1 71 t 
—1— -1 —Í1-—- —1 — —27 
I : (3 ) , 3 [3 )(G ) , 
l - I -14l HE 7 F—TTTTTTTT I 7 h.. 
(42) 3 at 31 ü 
l l 2 5 3 
——- — tt — - —— — 
it gz 37 gi , 
ezért 
l 1 l 1 A l 
— ]——.6m -, mm I, — — — 
f(2) e: ( 3 a 9 a mié ) 
l 1 l I! ha) I 
zzz he EL E. Men, VE! ra — r—r —r— — 


a keresett 06 körüli Laurent-sor. Ebben a főrész egytagú, ca, — 0.hanz 2, 
tehát a cs a függvénynek elsőrendű pólusa. Az, hogy a co pólusszíngulari- 
tás, következik abból is, hogy: 


lirn í/ 8 — g sz em 


7— tű 


Végül pedig, mivel €.] — - ezért Resíf, 90) — —eoj — 7. 
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19. Fejtse origó körüli hatványsorba az fízd — z-In (S Ty ! ) komplex 


függvényt úgy, hogy a sor a cc környezetében állítsa elő a függvényt! 


A függvény szinguláris pontjai egyrészt: a nevező nullahelye, vagyis 
z - —1], amely elágazási pontja a komplex logaritmusfüggvénynek. tehát 
nem izolált szingularitás. A 0 körüli hatványsor ezért egyrészt a [2] - 1 
körlapon konvergens. Mivel itt a függvény reguláris, ez egy közönséges 
Taylor-sor. Másrészt a Ízl 5: 1 körgyűrűn állítja elő f-et a cs körüli 
Laurent-sor. 

Felhasználjuk In(1 - z) Taylor-sorát, mely a Iz] c 1 körlapon könveér- 
gens: 





2 3 4 5 
z Z Z Z 
—7— S t$ Tt —... 
imíl-4zj—z 7 3 Fi Z 
Előtte azonban alkalmas módon átalakítjuk f-et: 
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fo zzm(S) -zin ; 


z-t 








I — — 


cen en) 


A tenti Taylor-sorban elvégezzük a z — 2. illetve a z - helyettesi- 


Z 


tést, majd szorzunk és összevonunk: 


b 11 11 0 1 I 
— a — — — . — -k — : —— —— — : — kk. , — 
JT ( 2 3 § 4 z ) 





A kapott Laurént-sor konveérgenciatartományáa az 
l 


z lés 





- ei 
az 








feltételeket kielégítő tartomány, tehát a Iz] 2 1 körgyűrű. A sornak nincs 
főrésze, csak reguláris része, tehát a es f-nek megszüntethető szingularitá- 
sa. A sorra tekintve látható: 


zZ21 


lim fízi s 32 
2—te 
Tehát físo) — 2 a függvény 59-beli reguláris Kiterjésztése. 


Ez az eredmény határértékszámítási módszerekkel közvetlenül is adó- 
dik, ha alkalrnazzuk például a L"Hospital-szabályt: 


in (55) 
tk . — 
üm z - In (5) — hm —é— 1 
7— mü 7 Almmei Hi 








Mivel c. 4 s Ű, ezért Resf/, 0) — 0. 


6.3 Fourier-sorok 


Gyakorló feladatok 


1. Fejtse Fourier-sorba a 


l — acost 
t) — ——— —  — — al c 1 
sí) l — 2acost rk az ( ) 


27 szerint periodikus függvényt! 


A Fourier-sor előállítása ebben az esetben a következő gondolatmenet- 
tel történik. Felhasználjuk a trigonometrikus és exponenciális függvények 
között fennálló alábbi összefüggéseket: 


e — e" 


sin! — ——— 
2 " 

tü  ———— e — 
2 


Ha most alkalmazzuk a z — e" jelölést, akkor a z komplex változóval — 
mely egységnyi abszolút értékű — írható: 
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tos — 





illetve általánosabban: 
j: 


oz 
p.. S 
l 
Da 
3 2. nezt. 
Ezen transzformációk végrehajtása után g egy az egységkörvonal környe- 
zetében reguláris f függvény lesz, melyet Laurent-sorba fejthetünk az 
1—ezg] c1-teéeée:r0 


körgyűrűn. A kapott Laurent-sort pedig ugyanezekkel a transzformációs 
formulákkal visszaalakítjuk úgy, hogy sinínt) és cosínt) sorává váljon. 


Lássuk konkrétan: fiz) : — ete) jelöléssel; 


sin Ai 





CS HÍ Z 





a 
-5 er) I 22—a— az 
Haz Tf]. 9 eg Igei a gi 
1—2a-5-(zt) tő 2— a azt 4 asz 
Vegyük észre, hogy itt a nevező szorzattá alakítható: 


5) 37 — a — az? 
RL ENPETYET 


Ez pedig a szokott módon parciális törtekre bontható: 


l l Z 
z —- k 
2 z (a 5) 
Ha a második tagot tovább alakítjuk az alábbi módon: 








tál NEL EE 
1t—az 1.8 
z 





a 


fiz) — e 
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akkor mindkét tagban észrevehetjük egy-egy mértami sornak az összég- 
függvényét, melyek kvóciénsé rendre az És C. Ezek könvergenciájának 
feltétele összevontan az, hogy : 
1 
ja] c Iz] c Ta] 
teljesüljön. Mivel feltettük, hogy lal c 1 és Iz] — I. ezek automatikusan 
igazak. Tehát f Laurent-sora: 


fr s 5 ((1 raz ad aradt 4...) -k 


2 a 
r(15415515h..]j- 
2 Fő fő 
j 1 ) 
-zeferalzti] rélő sz) téléaz] 4] 
2 Z zt z 


a I a" 1) l 
41-[2z4-]4r— x-z] tt... 
0 a (z Jrzlérzjt 


A végrehajtott kiemelések után nem nehéz észrevenni, hogy a zárójeles 
tényézők éppén a cosut, n E 2" függvények. Ezeket helyettesítve meg- 
kapjuk a g függyény Fourter-sorát: 


[ra 
alíth— 1 ka -cost-b at -coszt ra -cosát th... s 9 . cos HI 
—ű 


2. Fejtse Fourier-sorta a 
gif sin (1 — Zacost -k a, 
la] c 1, 2-z szerint periodikus függvényt! 


Végezzük el a 


cosr s 5 ( 13) 
zzz ; 


helyettesítést: 


fe) - ele) - in ú — a za 7) 12) 


Vegyük észre, hogy a lógarítmus mögötti kifejezés szorzattá bontható: 
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f(2 - (d - az (1 - 5 )) 


Alkalmazzuk a logaritmus azonosságát: 

f(z) z In(h — az) — (1 - 5) 
f Laurent-serfejtéséhez használjuk fel Iníl — z) Faylor-sorát: 

d oz 
—z) s — 1t—t—tR...]. 

in(l —z] (z 7 3 -k ) 
amely Iz] z 1 esetén konvergál. Ebben végezzük el a z — az, illetve 
zZ-i 7 helyettesítéseket: 


lé 3.3 
Hz I Z 
(1 — az) m —(a tett) 


2 3 
ri éi (il dj 
m(1- 9) -- CC 4545 4... 
" z E 37 375 ) 


Ezek összeadásával kapjuk f Laurent-sorát, melyben azonnal elvégezzük 
a célszerű kiemeléseket is: 
3 


1 ar" a l a 3 l 
mo - - (a(z 7) rzlérajr5 [e ez] r) 
Itt a zárójélekben felfedezhetjük a 2 - cos ri függvény komplex alakját. 
Helyettesítéssel kapjuk g Főuriér-sorát; 


2 3 
gít) — — 2acosr 5 cosZt 5 cosör a e) — 


Ér 
2a" 
z ) mmm ÜT FITT 
H 
nz] 


A Laurent-sorfejtéshez még hozzátartozik a konvergencia vizsgálata: a fen- 


ti két sor rendre akkor konvergens, ha laz] c Il, azaz Iz] z —, illetve ha 


L.L 
ja] 
É a Il. tehát ha lal a [Iz]. Mivel Iz] — Il, és a feltétel szerint lal z 1, 


ezek a feltételek teljesülnek. 
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7. A REZIDUUMTÉTEL ÉS ALKALMAZÁSAI 


Legyen az a pont az f függvénynek izolált szinguláris helye, 
az a körüli Laurent-sor pedig: 
f(z) — 9. cn(z— agy 0 zIzealeR 
Hz — ma 
A Laurent-sor c. g együtthatóját az f függvény z — a ponthoz 
tartozó reziduumának nevezzük, és Res( f, a)-val, vagy ha nem okoz 
félreértést, egyszerűen Res(a)-val jelöljük. 


Ha felidézzük az előző fejezetben a Laurent-sor együtthatóira 
ismertetett formulát, abból a — —1-re az alábbi adódik: 


1 
C-i — sg fd. 


ahol y az a pontot pozitív irányban megkerülő, egyszerű zárt rekti- 
fikálható görbe. Ez indokolja a c. ; együttható kitüntetett szerepét. 
Fontos szerepe van ugyanis bizonyos típusú integrálok kiszámítá- 
sánál. 

Legyen most f reguláris az R c Iz] c sa körgyűrűben. Ez azt 
jelenti, hogy f-nek a se izolált szingularitása, tehát létezik co körüli 
Laurent-sor. 

A 00-hez tartozó reziduumot Így értelmezzük: 

Res(f, 9) — —é.i 
vagyis a Laurent-sor —Il indexű együtthatójának ellentettje. Ez 
összhangban van a korábbi definicióval, ugyanis legyen y" olyan 
görbe, amely a [Iz] 5 R körgyűrűben halad, és a s0-t pozitív irány- 
ban kerüli meg, tehát úgy, hogy körüljáráskor a c mindig bal felé 
esik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a 0-t úgy kerüli meg, hogy a ü 
körüli irányítás negatív, tehát: 
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3 dat — — gya f//(ddz  —e- 


ahol y ugyanaz a görbe, mint a Yv", csak pozitív irányítással. 

Ha az f függvénynek a komplex számsiíkon véges számú szin- 
guláris helye van, akkor a függvény rezidunumainak összege (bele- 
értve a 60-beli reziduumot 15) nullával egyenlő. 


A reziduumok alapvető szerepét támasztja alá a reziduumtétel 
(7.L ábra): 

Legyen f reguláris függvény a y zárt görbén és annak belsejé- 
ben, kivéve a véges sok ar, az, da, . . . da Szinguláris pontot. Ekkor: 


fra z Zrt: 9. Res(f ax) 
Hi iz] 


Fz a tétel teszi lehetővé. hogy viszonylag egyszerűen kiszámítsunk 
komplex integrálokat anélkül, hogy ténylegesen integrálnánk. 


12 
A 


7.1 ábra 


Á reziduumot közvetlenül a Laurent-sor egyik együtthatójaként 
definiáltuk. A reziduum meghatározásának nyilvánvaló módja tehát 
a sor, illetve a — 1 indexű tag előállítása. Erre számos példát láttunk 
az előző fejezetben. S50k esetben egyszerűbben is célhoz érünk. 


Legyen például f két reguláris függvény hányadosa, azaz 
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A(z) 
z) -— —, 
70 gíz) 
és legyen az a pont f elsőrendű pólusa, tehát tegyük fel, hogy 
hía) s 0, g(a) — 0, de g(a) z 0. Ekkor: 
h(a) 
g (a) 


Ennél általánosabb összefüggés az alábbi. 





Res( ff, a) — 


Ha az a pont n-ed rendű pólus, akkor: 
l 
. [i gy 
eni Az — ad (2) 


Ha f két reguláris függvény hányadosa, és az a pont elsőrendű 
pólus, ez a formula egybeesik az előzővel. 


Res(f, a) — in 1) 





Ha az f függvénynek az a pont megszüntethető szingularitása, 
akkor természetesen c. ij — Ü, tehát Res(f a) — 0. 


Ha pedig az a pont lényegés szingularitás, akkor c; kiszámítá- 
sára általában nem létezik egyszerűbb módszer, mint a Laurent-sor 
felírása. 


Pbegyen f reguláris függvény. Ekkor az 
f(z 
fíz) 
hányadost az f függvény logaritmikus derrváltjának nevezzük, en- 


nek z — a pontbeli reziduumát pedig az f függyény a pontteli 
logaritmikus reziduumának nevezzük. 


Nagyon érdekes eredmények születnek, ha a reziduumtételt er- 
re a hányadosra alkalmazzuk. 


Legyen f meromorf függvény, tehát olyan, amelynek legfel- 
jebb pólusszingularitásai lehetnek a f tartományon, továbbá legyen 
y olyan egyszerű zárt görbe, amely belsejével együtt a f tartormány- 
ban van, és amely f egyetlen zérushelyén, illetve pólusán sem halad 
keresztűl. Ekkor 

f (2) 2) 


, f(2 TT 7 
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ahol Z, illetve P a v görbe belsejében levő zérushelyek, illetve 
pólusok száma, mindegyiket annyiszor számolva, ahányszoros a 
zérüshely, illetve ahányadrendű a pólus. 


Ennek a tételnek az általánosítását kapjuk, ha az említett felté- 
telekhez még hozzávesszük a következőt. 


Legyen F reguláris a ! rartománybany ekkor 


I f (2) Hi 
b. Fo ad Fe) Fa 


ahol z; és px, az f  üggvény vérushelyei és pólusai, mindegyik 
multiplicitással számolva. 


Speciálisan, ha F — 1, visszakapjuk az előző formulát. 


Ha különleges esetben az f függvénynek nincsenek pólusai, 
a zérushelyek számát kapjuk, illetve ha nincsenek zéruüshelyei, a 
pólusok számának (—1)-szeresét, multiplicitással számolva. 


Ha teljesül, hogy F(z) — z, akkor a zérüshelyek összegének és 
a pólusok összegének klönbségét kapjuk: 


l f0 
2ni ZET Yv Ya 


A reziduumtétel lehetőséget nyújt bizonyos típusú valós integrálok 
kiszámítására. Az alábbiakban vázoljuk a számítási módszereket; 


I. Legyen az integrandus sin x-nek és cos x-nek racionális függ- 
vénye, azaz legyen 


27 
f — f/ Rícosx, sin xidx 
g) 


alakú. Ilyenkor áttérünk a z komplex változóra a z — e" definici- 
óval. Ekkor ugyanis x E [0, 27] esetén z befutja az egységkört: 
Iz[ — I. tehát áttérhetünk az egységkörön való integrálásra. 


A helyettesítésnél a 
741 . 7-1 
AZ 2iz 








Ctösx 
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formulákat alkalmazzuk. Az integrál kiszámításánál a reziduumté- 


telt az X függvény egységkörön belül elhelyezkedő pólusaira kell 
kiterjeszteni. 


II. Nagyobb részben azonban ]— cs, col vagy ]O, co[ inter- 
vallumra vonatkozó improprius integrálok kiszámítására alkalmaz- 
hatók a komplex függvénytan tételei, mint például a Cauchy-féle 
alaptétel, illetve a reziduumtétel. 


Ehhez először is vegyük figyelembe, hogy az improprius integ- 
rál egy határértékként áll elő. 


ék R 
VA füj)dx - im / fiodx 
— ég R—r on -R 
Terjesszük ki a valós számegyenesen értelmezett f függvényt az 
Imz z 0 felső félsíkra (vagy a teljes komplex síkra) regulárisan, 
majd a valós számegyenes [—-R, R) intervallumát egészítsük ki 
alkalmas módon a komplex síkon egy zárt görbévé. 

Például a Iz] — R, Imz 2 0 félkörívvel (7.2 ábra). A feladat 
ekkor az, hogy RK — ov esetén a félkörre vonatkozó integrál határ- 
értékét kiszámítsuk. 

Ím 


7.2 ábra 


Ha f a teljes felső félsíkon (és a valós tengelyen is) reguláris, 
akkor a Cauchy-féle alaptétel szerint ez a határérték szolgáltatja az 
integrált. 


Ha f-nek a felső félsíkban vannak szinguláris pontjai, akkor a 
reziduumtételt alkalmazzuk még kiegészítésképpen, 


Ha f-nek a valós számegyenesen vannak szinguláris pontjai, 
akkor az előbbiekben vázolt görbét úgy módosítjuk, hogy a valós 
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tengelyen levő szinguláris pontokat kikerüljük egy-egy € 5 0 suga- 
rú félkörívvel, majd számítjuk ezen félkörívekre vonatkozó integ- 
rálok határértékét € — 0 esetén. 


a) Nagyon egyszerűen járhatunk el, ha f egy olyan racionális 
törtfüggvény, melynek nevezője legalább kettővel magasabb fokú, 
mint a számlálója; 

P(z) 


fíz) — 0(2) 


Ekkor ugyanis alkalmas c állandóval f úgy viselkedik a 00-ben, 
mint ez a 2 Ü, tehát az R sugarú félkörre vonatkozó integrál 
Z 





abszolút értéke 5z7z 


Ebből következik, hogy ha a valós tengelyen nincs szinguláris pont, 
akkor 


"PG ag . PG) 
AG — Vai 9 Res (592) 
x, [M2:0 


ahol a szumma a felső félsíkbeli összes szinguláris pontra kiterjesz- 
tendő. 


Ha f(x) — 


tással adódik JÓ, co( intervallumra vonatkozó integrál is. 


.Rx — 0, ha R — cv, tehát az integrál eltűnik. 


P(x) 





páros függvény, akkor ebből 2-vel való osz- 


b) Ha f nem racionális törtfüggvény, akkor az R sugarú körívre 
vonatkozó integrál eltűnésének feltétele, hogy f , erősebben tartson 


a 0-hoz", mint az — függvény, azaz pontosabban az Ímz - 0 félsík 
Z 

izl 5 Ra pontjaira teljesüljön alkalmas M, a pozitív állandókkal, 
M 

hogy [f(2)] c kejree Ilyen feltételekkel, ha f a valós tengelyen 


reguláris, ugyanúgy integrálható a valós számegyenesen, mint a 
fenti racionális függvény. 

Ha ezen felül f-nek vannak szinguláris pontjai a valós tenge- 
lyen, akkor amint említettük, ezek mindegyikét megkerüljük a felső 
félsíkban egy kis € sugarú félkörívvel (7.3 ábra). 
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Ezért ilyenkor az integrál az alábbi formulával számítható: 


/ foddx z 2ni 9 Res(fap 9 him f f(2dz, 


[Ma 50 " 
ahol v; jelöli az € sugarú félköríveket. 


Ha f páros, ismét 2-vel való osztással kapjuk a JŰ, oe[-re vo- 
natkozó integrált. 


Im 





7.3 ábra 


III. A valós integrálok kiszámítása során gyakran állnak elő 
! f(x) el dx 
alakú integrálok. 


Ezek kiszámításához alapvető fontosságú a Jordan-lemma: 


Ha az f komplex függvény reguláris az Ímz 2 ü felső félsikon 
(kivéve véges sok szinguláris pontot), és Iz — ce esetén egyenle- 
tesen tart zérushoz, akkor tetszőleges a 2 0-ra: 


líim ffegeszaz — Ú, 
NR éő y 


ahol v a Iz] — R, Imz — 0 félkörív, 

Ennek a lemmának az alkalmazásával az fixje?" alakú függ- 
vény improprius intégráljának kiszámítására pontosan ugyanazok 
a formulák vonatkoznak, mint az előző pontban f esetében, attól 
függően, hogy az f-nek van-e a valós tengelyen szinguláris pontja. 
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IV. Kissé bonyolultabbak a JO, oo[ intervallumra vonatkozó 
improprius integrálok kiszámítására alkalmazandó módszerek ak- 
kor, ha az integrandus nem páros függvény. Legyen először f ismét 


racionális törtfüggvény, azaz fíz) — 96 amelyről tegyük fel, 


hogy a nevező legalább kettővel magasabb fokú, mint a számláló. 
Ha a függvénynek a pozitív valós féltengelyen és a 0-ban nincs 
pólusa, akkor 


"PO an a. PD 
, öt ER (-2. 56) 
Píz) 


ahol az összegzés a z me In(—z) - 09 függvény összes szinguláris 
Z 
pontjára kiterjesztendő. 
Ebben az esetben az integrációs út a Izl — R körív, a , valós 
tengely alatti" [R, e] szakasz, a Iz] z e körív és a , valós tengely 
feletti" fe, R] intervallum által alkotott zárt görbe (7.4 ábra). 


[rri 


(GY 
ell Mem 


7.4 ábra 


Mivel f racionális függvény, legfeljebb véges sok pólusa lehet. 
Ha c elég kicsi, és X elég nagy, f összes pólusa a görbe belsejében 
van. A komplex logaritmusfüggvényről tudjuk, hogy a negatív vá- 
lős féltengelyen bemetszett síkon reguláris, tehát In(—z) a pozitív 
valós féltengely mentén bemetszett sikon lesz reguláris. 


Tehát z Re fíz) és z Ae In(—z) - f(z) függvények szmguláris 
pontjai egybeesnek. Ha azonban közeledünk a valós tengely [c, R] 
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intervallumához, a két tényező különböző módon viselkedik. f ha- 
tárértéke ugyanaz, azonban In(—z) határértéke a felső félsikról kö- 
zeledve 27ri-vel kisehb. Tehát 


R £ R 
[8-9 fddz 4 / log(—2) - f(ddz — —2xi (/ fajdz 
E R E 


A fokszámokra tett kikötések alapján a körívekre vonatkozó integ- 
rálok eltűnnek. Ha ezek után alkalmazzuk a reziduurntételt, éppen 
a fenti formulát kapjuk. 


Itt már látjuk, hogy jobban oda kel! figyelni, ha többértékű re- 
lációkról van szó. Ha R(x) - f(xddx alakú integrálokat számí- 


ú) 
tunk ki, ahol R racionális függvény, f komplex síkra vonatkozó 
kiterjesztése többértékű reláció (például Inz, ,/7. akkor az alábbi 
módon kell eljárnunk. 


Az f többértékű relációnak kiválasztjuk azt a reguláris ágát, 
amely a valós intervallumon értelmezett x me f(x) függvénynek 
közvetlen kiterjesztése, és az integrációs útvonalat úgy választjuk 
meg, hogy az teljes egészében f regularitási tartományában halad- 
jon, és kerülje el a reláció elágazási pontját. 

Ha ezt a programot megvalósítjuk, akkor innentől kezdve a 
módszerek és alapelvek ugyanazok, mint amiket az előző pontok- 
ban ismertettünk . 


Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a vázolt módszerek — különö- 
sen az integrációs útvonalak alakját illetően — a leggyakoribbaknak 
tekinthetők, azonban az integrandus konkrét alakjától függően ál- 
kalrnazhatók más alakú és elhelyezkedésű zárt görbék is. 


7.1 Reziduumszámiítás 


Mint említettük, a reziduum értelmezés szerint a Laurént-sor 
-] indexű tagjának c.1 együtthatója. Ezért kézenfekvő a rezidu- 
umot a megfelelő Laurent-sor előállításával megkeresmi. Erre vo- 
natkozólag az előző pontban számos példát láthattunk. Ennek okán 
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ebben a fejezetben a reziduumok kiszámítására más módszereket 
alkalmazunk, illetve ha mégis a Laurent-sort használjuk fel a meg- 
határozáshoz, akkor célszerűen csak a —] indexű tag kiszámítására 
helyezzük a hangsúlyt. 


Gyakorló feladatok 


szármítsa ki az alábbi függvények összes izolált szinguláris pontjához 
tartozó reziduum értékét! 


$rz 





1. f(z) 5 sz 


A számláló és a nevező mindenütt reguláris függvények, tehát f szin- 
guláris pontjai a nevező zérüshelyet: 24 — . t kir, EK € -. Ezek mind 
egyszeres zérüshelyek, hiszen: 

jj KN ST — regét] 
(eoszy 7 Csin7[ 7 ED 70, 


és mindannyian izolált szingularitások, hiszen a , szomszédos" z, pontok 
távolsága re. Tehát f-nek a z, pontok elsőrendű pólusai. Mivel a számlá- 
lónak sehol sincs zérushelye, ezért: 


ET 
Res [/ 2 t ker ) Ni Ian 


— l E 
TEDeT TT 
2-2 
Mivel az izolált szingularitások z,.£ E £ halmazának a c törlódási pontja, 
ezért a c nem izolált szingularitás, tehát a s6-hez tartozó reziduum nérn 
létezik. 





ád 
2. fiz s 





2744 


A számláló és a nevező mindenütt reguláris függvények. A nevező 
szorzatalakja 244 (z— 27)-(z 4 2H). Így a nevező zérüshelyei; 2i, —2i. 
Ezek a számlálónak nem nullahelyei, mivel az sehol sem zérus. Mivel ezek 
az imaginárius számok a nevezőnek egyszeres zérushelyei, hiszen 


(244 i z 22] 44 0, 


zt zim 
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ezért f-nek elsőrendű pólusai. Így a reziduumok könnyen meghatározhatók 
például az alábbi határértékek kiszámításával: 


Res(f, 21 5 dm áz — 2i)- fiz) — Jim ím 7] zg g 


és hasonlóan: 
ZJEZ 2 et ] 
Resíf, —29) — Im (zt ozi: fiz , öm ——- - 
BÁ ) MLLE ): (2) - -uz—a mi 0 —4i di 
Természetesen a deriváltakat felhasználó formula is ugyanerre az ered- 
mÉénNnyre VézeL: 





pörz 


(244) 


összhangban az előzőekkel. 


eri di) I 


——nn — 
rurur 


Resíf, t29 sz di Tá 








zzii 





jsxrgdi 


Ebben az esetben a 60 izolált szingularitás, hiszen a függvény reguláris 
a lzl 5 2 körgyűrűn. A c0-beli réziduum kiszámításához felhasználjuk, 
hogy véges sok szinguláris hely esetén a reziduumok összége zérus, Így: 


Resff, 50) -— 0 — Resíf, 21) — Resíf, —2)p-0-l41-g 


4 4 
Í 377 
3. setlkllssásedl 
Az) - íz TT 
A függvény egyétlen véges szinguláris pontja az — —1] pont. Ez a 


nevezőnek kétszeres zérushelye, a számlálónak ném nullahelye. Tehát a 
z s -] izolált szinguláris pont f-nek másodrendű pólusa. 


A reziduumot határértékkel állítjuk elő: 
Res(f, — 1) — 7 hím (íz et 1. fd) - im (ző t32) - 
. 4—t z— 
z lim (327 4 62) — —3 
7z— - 


Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az f tüggvényt Laurent- 
sorba fejtjük a z — —1 pont körül, például parciális törtekre bontással: 


3 2 

je l-42z- — 4 —— , 
f(2) Ét" zrI Gr 
és itt íz 4 1)! együtthatója valóban —3. 
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A függvénynek a (— 1) az egyetlen véges izolált szingularitása, téhát 
reguláris a Iz] 5 1] körgyűrűn. Tehát f-nek a cc izolált szingularitása. Mivel 
a reziduumok összege zérus, ezért 

Resíf, ej —3 
Természetésén más módszerrel is eljuthatunk ehhez az érédményhez. Írjuk 
fel / sz körüli Laurent-sorát polinomosztással: 


lő esze (éh2zt1]) zt] leget 
ű 
Ez a sor z hatványai szerint halad, tehát origó körüli hatványsor. Mivel 
z  -] az egyetlen szingularitás, ez a sor vagy a Iz] c l körlapon, vagy 


a Íz] 5 l körgyűrűn konvergál. Mivel a Iz] c 1 körlapon f reguláris, 
ezen a körlapon egy laylor-sor állítja elő, amely neti tartalrnazhatja z-nek 
negatív egész kitevőjű hatványait. Ha még felidézzük azt, amit az előző 
fejezetben a Laurent-sor egyértelműségéről mondtunk, akkor világos, hogy 
a polinornosztással kapott hatványsor éppen f-nek a Iz] 5 1 körgyűrűn 
konvergens Laurént-sora. Ebben c. — —3, ahonnan: 


Res( f, 004 — —c. 4 s 3 


Ebből még az is kiderül, hogy a ce f-nek elsőrendű pólusa, hiszen a főrész 
egytagú, és ci —l.odecsz-W han: 1. 


4. fiz) — TE 


F(Z) a nevező zérüshelyeinek kivételével mindenütt reguláris. Áz ex- 
ponénciális függvény periodicitása miatt a nevezőnek végtelen sok zérus- 
helye van, melyek a következők; 


z:-k-2ni kez 
Ezek a nevezőnek egyszeres zérüshelyei, ugyanis 
z 
(1—ej)[/.. -7é[.. --I 50, 
szk tdeedts d 
és izolált szingularitások is, hiszen a , szomszédosak" távolsága 277. 


Ha k 5 Ű, akkor z, a számlálónak nem nullahelye. 
Tehát az, £k EZ 4 104 pontok mindannyian elsőrendű pólusok: 


MNK ZRNN 
I 
(1 — ez) raz 


Fő 
— ez 


Resíf, k 23ri) s 





z —k. di, 


2-2 





hak EZ 4 í0h. 
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Azonban k — 0 esetén zg — Ű, és ez már a számlálónak is zérüshelye. 
Így most másképpen járunk el. A L"Hospital-szabállyal kiszámíthatjuk f 
határértékét az erigóban: 





I . l 
1 — ez 7 me 77b 
ami azt jelenti, hogy f-nek a 0 pont nem pólusa — hiszen nem cs a határ- 
érték —, hanem megszüntethető szingularitása. A ú z Iz] S 27 körgyűrűn 
a Laurent-sor egy Taylor-sor, amely a [Iz] € 27 körlapon konvergál, és 
ebben c. 1 — Ü, tehát: 


Resíf, 0-0 


Mivel a zz — k . 2ri számhalmaznak a co torlódást pontja, ezért a ca nem 
izolált szinguláris pont, tehát c0-beli reziduum nem létezik. 


sh3z 


5. fiz - 2-2 


f-nek egyetlen véges izolált szinguláris helye van: z — 2. Ez a ne- 
veézőnek háromszoros zérushelye, a számlálónak viszont nem zérushélye, 
tehát f-nek a z — 2 pont harmadrendű pólusa. A reziduum: 


Res(f 2) — 7. lim ((z— 29. 7) z 7 - limsh32)" 


Iz 
üg ű 
— —öt h t— —-u hó 
7 am sh3z 7) S 


A függvény regularitási tartománya többek között a [z] 7 körgyűrű, 
tehát a cs izolált szingularitás. A. c0-beli reziduum azonnal adódik, ugyanis 
tudjuk, hogy a reziduumok összegé zérus, így: 


Resíf, 90) — -: . shó 


Módosítunk most egy kissé a kitűzött feladaton. Légyén 
sh3iz 
Z) s ———— gi 
fiz TENNGYEY 
és a kérdés ugyanaz. 


Ebben az esetben a z — 2-r pont a nevezőnek ugyancsak háromszoros 
zérüshelye, zérüshelye azonban a számlálónak is, ugyanis az sh függvény 
periódusa 27ri, ezért: 

sh(3i - 27) — sh(ósri) — sh0 — 0 
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Mivel pedig a L"Hospital-szabály szerint 
j ; h3iz . 
lím (z — 2xy - íz sz dim li — ] fa. H— 
eat 7 2 AL ag 7 TD, Si ehe 
z 3 -chőzi — 37 - chü z 3i, 


ezért az — 2rr pont fj-nek másodrendű pólusa. A határérték kiszárnításá- 
nál ismét felhasználtuk, hogy a ch függvény periódusa 2ri. 


A reziduum kiszámításához alkalmazhatnánk a deriválás módsze- 
rét, de most egyszerűbben érünk célhoz, ha az együtthatókra vonatkozó 
Canchy-féle integrálformulát használjuk: 

l sh3zi 


1 
a § z c 1 — — fh -—— — dz z — 3 e 
Res( fi, 2) 1-7 2-2ay z — zz(shőzi) 





Izas2a 7 


. d ; A . 9 
— 2-3) ishözi] a 7 —5 s shórri z —— -5h0 — 0 
Az integrálban szereplő y tetszőleges olyan rektifikálható zárt görbe, amely 
egyszer pozitív irányban megkerüli a 27 pontot. Innén azonnal adódik az 
is, hogy: 


Res( fi, 0j-Ű 





l 
Ő. ——— 3 . 
fízY-z cos —i 


Mivel a hatványfüggvények és a trigonometrikus függvények minde- 
nütt régulárisak, f egyetlén szinguláris pontja a z — ] pont, mely evégből 
izolált szingularitás. 


Az előző fejezet alapján ránézésre látszik, hogy a z — 1 pont lényeges 
szingularitás, armelyét most más módszerrel ís kimutatunk. 


Legyen 
l 

m-1l1t— neEN 

JN 

A Zn Sorozat konvergens, és a határértéke I. 

Vizsgáljuk meg, hogyan viselkedik az fíza) sorozat: 
I I 
I m [1 — [ . —- [ -(—]Y —(—iV 
Jim f(zn) ím É 1) cosínr) - 1 -(—-]Y —(—-1) 


Ennek a sorozatnak nincs határértéke, hiszen két törlódási pontja is van, 
ami pontosan azt jelenti, hogy f-nek az — 1 pont lényeges szingularitása. 
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A lényeges szingularitáshoz tartozó reziduumot nem lehetséges a pó- 
lusbeli reziduümhöz hasonlóan kiszárnitani, ébbén az ésétbén a Laurént- 
sort kell felírni. 


A sor (z— 1) hatványai szerint halad, tehát célszerű az alábbi átalakítás: 
l 

f(2) 7 (2 Dá -cos(— ) — 

— ((z— 19 4 3-1 4 37— 1) 1) 


l l 
(1 MTE" 1 — o) 


Most csak a c-i égyütthatát keressük, a polinom és a hatványsor szorza- 
tából csak ezt az egy tagot kell meghatározni. 








l : . I 3 35 
—7 együtthatója ézek alapján: c. i: — TÉGY - 37 
35 
Ezért Kes( fr 1) — HGYÉ 


2. fiz - cz 


A függvény egyetlen izolált szinguláris pontja az origó, mely a ne- 
vezőnek kilencszeres zérushelye, a számlálónak azonban nem nullahelye. 
Tehát a Ú pont f kilencedrendű pólusa. 


Ebbén a pon han A Téztdunnnn: 


7; (8) ús l 
ksd hú — —— 
Res(/, 0) — a lim (z (2. rgy" " Nimtchzy z gpreh0 — gi 
Mivel f vegularítási tartománya a Ü c zl z 00 körgyűrű, ezért a 2 ís 
izolált szingularitás. A függvény ezen a tartományon z hatványai szerint 


haladó hatványsorba fejthető, mejy a ch függvény Tayior-sorábáól az alábbi 


módon származik: 
I A 6 B z19 
mm: — — — —— ht — tt... 
hoz a te tata tat 1oi 


I I l l d 


— — tt — 4 —— 4 —- 4 
2 02? 45 0 6ló 8]/z 


1 
Innen leolvasható, hogy €-, — gr Tehát Resíf, 5) — —e.1 -g 


244) 


Mivel a felírt Laurent-sor a ő za Iz] z ee körgyűrűn könvergens, ezért a 
sor nem csak oo körüli, hanem egyben Ú körüli sornak is tekinthető. 

Látható, hogy a leolvasott c. g együttható ismét szolgáltatja a Ü pont- 
beli reziduurmnot is. 
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8. fz) — TT 


A nevező szorzatalakja: 2 4 iz zíz 4 A, ahonnan azonnal látható, 


hogy a nevezőnek két egyszeres zérushelye van: 0, —i. 


Mivel a számláló és a nevező egyébként mindenütt reguláris, ezek f 


izolált szinguláris pontjai. Mivel ez sehol sem nulla, Így ezek a pontok 
mindketten elsőrendű pólusok. 


A reziduumaot például deriválással számítjuk: 

















3z üz 
e e l 
Resíf, ú — FF NKET - FSTr z — — -—I 
r di I I 
íz 4 íz) :z0 Tü 
éz mi 
e EZ 
Resíf— ő 5 : sz -— s je 
(470 2zZti 22-i —i 





Mivel a reziduumok összege zérus, Így a 99-beli reziduum 15 azonnal adó- 
dik: Restr, ce) — —Resíf 0 — Resíf, — Hi) — í— lee" Ennek van 
értelme, hiszen F reguláris a iz] 5 1 körgyűrűn, tehát a 5 valóban izolált 
szingularitás. 

Ellenőrzésképpen a 50-beli reziduutmot más módszerrel, a Laurént-soT 
c-i együtthatójának közvetlen kiszámításával ís levezetjük. 

Írjuk fel a függvény vo körüli Laurent-sorát a Izi 5 1 körgyűrűben, 
ezt az alábbi szorzat adja: 


főzd d -ét b 


F 
14 z 1-(-3) 
4 Z 


KG (22? 2 , az 
7 (122 GE TI SS] 
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A tényezők sorfejtésénél felhasználtuk többek közt a (-) kváciensű 
mértani sorra vonatkozó ismereteket, egyrészt az összegfüggvényt, más- 
részt azt, hogy [- el z 1, azaz 1 z Iz] esetén konvergens. 

Mi a reziduumot keressük, tehát a fenti sorok szorzatából csak a €-[ 
együtthatót kell meghatározni. 

Ha megkeressük 1 együtthatóit, egy végtelen sort kapunk, melyet 


összegezni kell; 
gé a a a4 
ca szita ebtaji ta 


1 ( a RV WGV )- 


a 
sa, 2 4 ü 
(— 1) tg! tt... 


ped -g 3t 4 51 
- L(— e 4 1) aie" -i 
[ 


A végtelenbeli reziduum ennek a c. 4 együtthatónak definíció szerint az 
ellentettje: 


Res(f co) — —ie ő pi 


Minden izolált szinguláris pontban kiszámítottuk a reziduumot. Ez utábbi 
módszer a korábbival égybéhangzó eredményt adott. 


pi 
zZ-sz13t3 
0. zh e 
fiz 7-7 


A függvény véges szinguláris pontjai: 2, —2. Ezek a nevezőnek egy- 
szeres zérüshelyei, és egyszerű helyettesítés mutatja, hogy a számlálónak 
nem nullahelyei. 


Tehát ezek a komplex számok az f függvény elsőrendű pólusai. 


A reziduumot számíthatnánk deriválással vagy határérték-számítással, 
de most egy imás módszert alkalmazunk. A Laurent-sorban változótransz- 
forrrirációt alkalmazunk, majd a c. ; együtthatót az együttható-összehason- 
lítás módszerével határozzuk meg. 


Először 15 f-et áttranszformnáljuk egy új változó bevezetésével: 
Legyen u :— z— 2, e€kkorz— u-t 2. 
Helyettesítve: 
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ff - (42 — (PDA 3 utá dn43 

Ni (u 42) — 4 KET 
Mivelz mo fízj-nek az — 2 pont, ezért u Br f(u)-nak az u — Ú 
pont elsőréndű pólusa, hatványsorában ezért a legkisebb kitevő a — I, tehát 
H Hz f(u) sora: 


c. 
fiu) - kn l HF eg FH eIH ht can 4 cs HF... 


H 
alakú. 
Helyéttesítsük ezt a sort 4 me fiu) helyére, és szorozzunk bé a néve- 
zövel, ekkor a 
€-1 4 . 2 a. 
( Cote...) - (u tk 4u) u t2nt3 


azonosságnak kell teljesülnie. Ez akkor lehetséges, ha a bal oldali, szor- 
zással előálló sor együtthatói rendre megegyeznek a jobb oldali polinom 
eégyütthatóival. Itt most élég, ha csak a konstans tagokat összehasonlítjuk. 
A bal oldalon ez égyféle módon születhet: 


SL. 4453, 
[d 


3 
ahonnan c. 1 — Fr Tehát 


Resíi mr fiu), 0) — Kesíz Fr fízd 2) s 18 


hiszen az w4 — z — 2 helyettesítés az együtthatókat változatlanul hagyja. 


A többi együttható összehasonlításával tmegkaphatjuk a Laurent-sor 
többi ismeretlen együtthatóját 18. 


Hasonló módon számítható a (—2)-beli reziduum is. 
Legyen z t 2 :— u, tehát z — u — 2. Ekkor; 
fg z (1 — (643 4 —6ut II 
(u — 24 — 4 u? — 4n 
A z — —2 pont ugyancsak elsőrendű pólus, tehát az előzőhöz hasonlóan: 


€—1 2 2 
— 4 eg Tt tH...[- — dul —w — 644 II, 
( " cg $tejW ) (e u) H u 


ahonnan isimét a konstans tagok összehasonlításából adódik, hogy 
1. (-dő zl], 
[83 
11 . lI 
tehátc  — ag vagyis Resíf, — 2) — ég 


243 


Mivel f reguláris a Iz] 5 2 körgyűrűn, a ee is izolált szingularitás. A 
00-beli reziduumaot is egy transzformáció segítségével számítjuk ki. 


Légyen u z. AZAZ z 5 5. Ezzel a függvény alakja: 


346 — 234641 
nb o oO 
Ju) l —-4unt th 1 


Ennek a függvénynek az x — Ű pont megszüntethető szingularitása, hiszen 
f(0) — I. tehát a 0 pont körül x s f(x) Taylor-sorba fejthető: 


fiu) 7 cg bejut ca? -k cz H... 
Mivel (0) - 1, azonnal adódik, hogy cg — 1. 

Elvégezve a helyettesítést, szorzást, ez adódik: 

(1 kH ejü tk ezt 4. 6 — du a 1] — 36— 2441 
Ismételten egyittható-összehasonlítást végezve: 

cy:1l — —2, ahonnan cy — —3; 

E-4f—4) 4 cs: 1 — 3, ahonnan cs — 7,... stb. 
Tehát 4 —r fin) Taylor-sorának első néhány tagja így fest: 

fins 1—2u-d Mé... 
Tehát visszatérve a z változóra, z Ae f(z) hatványsora; 

2z. § 

ff 1 - Fi Li ső 


Ez a Laurent-sor valóban a [Iz] 5 2 körgyűrűben konvergál, ugyanis egy- 
részt 0 körüli hatványsor, másrészt f a Iz] c 2 körlapon reguláris, tehát 
hatványsora ott egy Taykor-sor. Mivel pedig a Laurent-sor egyértelmű, a 
felirt hatványsor nem lehet más, mint f cs körüli Laurent-sora. 


! 
Itt F együtthatója —2, tehát: 
Res(f, 00) — —(—2)—2 
Ellenőrzésképpen adjuk össze a reziduumokat: 


Kesíf, 2ht Resif; — 214 Res( 0-1 Tt2-0, 


ahogyan annak teljesülnie 15 kell. 
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10. Igazolja közvetlenül, hogy az f(z) - — f 
25 - 





függvény reziduu- 
mainak összege zérus! 
A függvény izolált szinguláris pontjai az E komplex szám ötödik gyö- 
kei, tehát az ötödik egységgyökök. Ezek exponenciális alakja a következő: 
ax zet § Tk —0,1,2, 3, 4. 
Világos, hogy ezek a komplex számok mindannyian elsőrendű pólusok, 


hiszen a számlálónak nem gyökei, a nevezőnek pedig íz —-1y — 5zt miatt 
egyszeres gyükei. 


A reziduumok deriválással könnyen számíthatók: 
g 9 


— z 
(5 —- tj) Sz 

XS 0,1,2,3,4. 

Tehát minden pólusban ugyanaz a reziduum értéke. 


Res( f Zx) - 


nal Sa 











tsz i-ér 2—£g 


A za izolált szingularitás, hiszen f reguláris a Iz] 5 l körgyűrűn. 
fit a reziduumot a megfelelő Laurent-sorból olvassuk majd le. Ehhez az 
f függyényt úgy alakítjuk át, hogy egy [Iz] 5 1 tartományon konvergens 
mértani sor összegfüggvénye legyen: 

ú 4 
z Z 4 ] ] I Me 
Hoz szg rzéluztatate]): 





4.1. 1 
—34—-4t— 64... 
zZ 


ző 


A sor könvergenciájának feltétele 





cg] a 1. azaz Iz] 5 Il, éppen a kijelölt 
Z 
tartormáry . 


Ebben a sorban : együtthatója: c. 1 — Il, tehát 


Kesíf, 9) —cor — —I 
Számítsuk ki a rezidnüumök összegét: 
4 
l 
9 Res(f zp) 4 Res(f 00) — 5 z t(-D-0 


kü 
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7.2 Komplex integrálok kiszámítása 
Gyakorló feladatok 


szárnítsa ki a következő komplex integrálokat a reziduumtétel felhasz- 
nálásával! 





2 
I. $ Kál dz, ahol y a Iz] — 3 körív, pozitív irányítással. 
2 t4 
y 


AZ integrandusnak két elsőrendű pólusa van; Zi, —2i. 


Mindkét pólus a y körív belsejében van (7.5 ábra), tehát ki kell szá- 
mítani mindkét pontbeli reziduumot: 











sZ "ET FA 
Res(f, 21) — — — - e -5z 
(z t 4) zs2i £ Izz li ; 
e eni l 
jllntllel ra MlÉelev rzlzlne " 





Alkalmazzuk a reziduumtételt a y görbére és az f függvényre: 


ee . . I rt 1 
fra m 2rri-(Res(f; 20--Res(f, —20) z 2mi-(7- 7) 0 
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zZ ; 
Z -k l rni nm F kar 
. dz, ah — —i —m 4 letű körív, t 
2 Í cosiz z, ahol vy a ÍZ 7 egyenletű körív, pozitívan 


irányítva. 


Áz integrandusnak végtelen sok elsőrendű pólusa van, ezek a nevező 
zérushelyeéti: 


iz — 2 tknz z -i (5 kr), kez. 
A pólusok valóban elsőrendűek, hiszen: 


(c0s IV az, — (—isin id, — —(—I PF 40 
A. megadott y görbén belül ezen pólusok közül három darab van (7.6.ábrak 
it íz ZET 
Hágár 





7.ú ábra 


Ezekhez az izolált szingularitásokhoz tartozó reziduurnak : 

( z zi 21 
KRes[—1—]- : —— 
2 (cosízy —ismiz 





— 
— 


JT 
2—i— 


at N 
25—-i—-— 
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1- E. 1 
Rés (5) z - 4 —m —íi 1-5) 
2 —H—I[) 4 
97 


] — — 2 

. 3 4 9.7 

R. et -é h. — ; — e. 
es (iz) ; (a 5) 


Alkalmazzuk most a reziduumtétett: 


mi; 977" 977" 
— di (( me) sz(E-) 


; 1 
3. b—— ax éz, ahol tilt? — 7 ho, 
21392 : valztlzt42] — 7 egyenletű ellipszis, 





pozitív irányítással. 


ÁZ integrandus izolált szinguláris pontjai a következők: az — —3 
harmadrendű pólus, az — Í másodrendű pólus. A megadott y ellipszisén 
belül található mindkét pólus (7.? ábra). 





4 
7.1 ábra 
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A reziduumokat határérték-számítással állítjuk elő: 
f 


l .. j . l 
Re] z TEAM (íz — Ly . f(2) — lim e) — 


ze] 
-imi Rt 2 
zalkíz aa 256 
és hasonlóan: 
ft 


-3) 5 Hi 3 gyz. im (id) - 
Res(—3) 7 gy lm (zt 3) A) -z öm (zn) I 


1. tim (A 1-2 
— 2 2-3 íz—D8 , 256 


A reziduumtétel felhasználásával kapjuk az integrál értékét: 


3 3 
fízjdz — 2rci(Res(1) 4 Res(— 5] — Zxril—— 4 —-) —0 
$ ( ) ( 256 58 ) 


j 
4. $ z .etdz, ahol y az origót pozitív irányban megkerülő, tetszőle- 
Y 
ges egyszerű zárt rektifikálható görbe. 


Az integrandus egyetlen szinguláris pontja az origó, mely lénye- 
ges szingularitás. Ez azonnal látszik, ha felírjuk a függvény origó körüli 
Laurent-sorát. 

3 1 3 ( l l ] ) 

7 éz —g "I1]4—--t— it — et... .l- 

z Nt 312 
34, 2, Z I 1 
-j tt th tr Tt 
MLM ÉMÉLTÉMÉTE 
A sor reguláris része véges sok tagot tartalmaz, de főrésze végtelen sokat, 
tehát a szingularitás valóban lényeges. 


A reziduumot leolvasással kapjuk. 

l I 

4! 24 

Alkalmazva tehát a reziduumtételt a megadott tulajdonságú y görbére: 


Res(Üj — ci — 


ari 


1 
$7 . edz — Zrt : Res(Ü) — 
j 12 
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5. beh (—) .sin ( 3 ) dz, ahol y tetszőleges olyan egyszerű 
y 4272 z—-2 


zárt görbe, amely a z — 2 pontot egyszer pozitív irányban megkerüli. 


Az integrandusnak a z — 2 pont lényeges szingularitása. Ez azonnal 
látszik, ha felírjuk [z —- 2] 5 8 körgyűrűben konvergens Laurent-sorát. 
Ez a sor szorzással adódik a már jól ismert Taylor-sorokból, ha azokban 


elvégezzük a z S 7 helyettesítést; 
l 3 
hi —— Tsi - 
. (a) sin (7) 


I 3 37 
— [14$£——— t...h- 0. 4. 
( 34 — 2) ) (sé 32-28 t ) 


Ebből a szorzatból bennünket csak — 


csak egyféle módon adódik, méghozzá úgy, hogy ha mindkét sor első tagját 
szorozzuk össze, téhát; 

c-isl:35:3-—Rexöm 
A felírtak alapján világos, hogy a szorzást elvégezve végtelen sok tagú 
főrész adódik, tehát a szingularitás lényeges. 








! 7 együtthatója érdekel. Ilyen tag 


Alkalmazzuk végül a reziduumtételt: 


fals) e 3 Jdr 7 27. Res(2) z 2xi 3 — 6xi 
y 2-2 2-2 








7.§ ábra 
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6. $ —Z  dz, ahol y az a pozitívan irányított téglalap, melynek 
yzíz tt) 


csúcsat a következők: 1 4, —-1 ri —-1—3i 1 — tr. 


AZ integrálandó függvény számlálója és nevezője mindenütt reguláris 
függvény, nevezőjének két zérushelye van: az — Üegyszérés, az — —I 
kétszeres zérushely. Ezek az intégrandus szinguláris pontjai, melyek mind 
a y téglalap belsejébe esnek (7.8 ábra). 


A 2 - Ú pont megszüntethető szingularitás, hiszen egyrészt sh(íhh — 0, 
másrészt a L"Hospital-szabállyal kapjuk: 


. shi MNYNST . . 
im limichiz — ich — ! 
z—eik z z—Ü 
- ni r a fuj LEPEST a 
Tehát a lim fíz) — a EB ci határérték véges, a szingularitás valóban 
edit I 


megszüntethető. Ez azt 15 jelenti, hogy a Ü pontbeli reziduurm zérus. 


A z — —i pont azonban nem zérushelye a számlálónak, tehát ez a 
pont az integrandusnak másodrendű pólusa. 


A réziduumot határértékkel számítjuk: 


Res(—i) — L him ((z Tk ip. fgy mo lim (5) — 
1! 2——i 22-i A ŐZ 
— dm feb — shi 
u 1—-i gé T Je 
Innen a reziduumtétellel adódik az integrál értéke: 
Ézeepűz — 2mi . Res(—-) - E 
yezet iv € 


re 
4. t FT piz ahol y a Iz — II — 2 égyenletű körív, pozitívan irá- 
2 — 
y 


nyitva. 


Az integrandus szinguláris pontjai a nevező zérushelyei, tehát a 8 
komplex szám harmadik gyöket: 


nm :2 
zz - 2(cos1207 4 isin 1207] — —-1 4 i4/3 
zs — 2( cos 2407 4 isin 2409) — —1— iv3 
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Ezek a zérüshelyek mindannyian elsőrendű pólusai az integrandusnak. 
Azonban közülük csak egy, a zi — 2 pont van a kijelölt y görbén belül, a 
másik kettő a Y-n kívül esik (7.9.ábra). Tehát a reziduumtétel szerint: 


17 g iz sz Zri: Res(2) 





Írn 





7.9 ábra 


A reziduumot például határértékként számíthatjuk: 


et e et 
Res2) — Jim (2-0) — mea Ta TTTT TI 


. e I e med 
ran fsége cen ó - Fe 
y 








(z — 7 
rülő tetszőleges rektifikálható zárt görbe. 


8. e cház edz az, ahol y az / pontot egyszer pozitív irányban meégke- 


A z s í pont az integrandus ötödrendű pólusa, hiszen a nevezőnek 
ötszörös zérushelye, másrészt ch(0) — 1 z 0. Így az F pontbeli reziduum: 


4 
kes.) z Tlim(z— 0.9)? — -tim(ehtz — 09 z 


l l 
- za 40 - GYI 
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A reziduum most könnyen leolvasható az ií körüli Laurent-sorból is; 


GGGNNNL KERN (z— ii  (2- igy úi 
NETEN [8 arg th) - 


I ] l 
— ——— — 4 — —- $ — tt 
(z— ii)? 2(z-iy 4í(z—ő 











ahonnan c 5 57. mint korábban. 


Tehát a reziduurmitétellel az integrál értéke: 


v 5 
fredáz - ami 54 


; a 3 
9. $ ctg izczdz, ahol y a lz—i — 6) egyenletű körív, pozitív irányítás- 
y 
sal. 


A függvénynek végtelen sok szinguláris pontja van, a z A sin(isz) 
függvény zérushelyei mindannyian pólusok; ezek az alábbiak: 


iz z km, azaz 2 — 7 a -ki elik EZ. 





7.10 ábra 
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Ezek közül három darab esik a kijelölt kör belsejébe: 0, 4, 27 (7.10 
ábra). Mivel 


cos(izez) — cosÁm — (— gé z ŰÜ, és 
Csin(izzd [,, s (Ím cas ind e, — JT. (—-1y zŰ, 


ezért mindhárom Yv görbén belül levő pont — sőt mindegyik szinguláris pont 
— elsőrendű pólus. Ezért; 


fee irzdz - 2mi - (Res(0) t Resíij rk Res(2i)) 








y 
Szárítsuk ki a pólusokban a reziduum értékét: 
C0s ÖTZ COS UTZ I 
Res(zp)  —— TT z —— TT 7 
(sim ize Igaz, ÉT cosáTZÍzszp BT 


A reziduum értéke független attól, hogy melyik szinguláris pontról van 
szó, mindenütt ugyanaz, tehát: 


l l [ 
feteimzáz z dni - Íz kH — tk m) —ó 
y it ím 0 ím 
A mondottak alapján, ha yi egy olyan pozitív irányítású egyszérfi zárt 
rektifikálható görbe, amely a 2, pólusok közül pontosan n db-ot kerül meg, 
akkor: 


fore ima sz gari : kád z 2H 
y NE 


10. 47 . ethzdz, ahol a y görbe a —i, 4-4 Ti, —1 4 A csúcspontú 
Z 
y 
háromszög, pozitívan irányítva. 


A szinguláris helyek meghatározásához átalakítjuk az intégrandust: 
chz 

f(z) — ht 

ahonnan már azonnal iesolvashatók a szinguláris helyek. 


Egyrészt a z — 0 pont, amely a sh függvénynek is nullahelye, továbbá 
a sh ri szerinti periodicitása miatt a zz — k- 2ri, k € Z pontok. Ezek 
közül a vy háromszög belsejében kettő található: 0, 25zz (7.11 ábra). 
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7.11 ábra 


Mivel (shy — ch, és mivel a ch függvény ugyancsak periodikus 27ri- 
vel, ezért 


(shz)" [osi — chári — ch0 — 1 s Ű, 


ami azt jelenti, hogy Zrri az integrandus elsőrendű pólusa, melyhez tartozó 
reziduum értéke: 





Res(2zi) — EZ 7 z KEEN GRRR az 
(z2 - shz) zs2zi 22. shz 4 z? - chz Izszzi 

— o! 1 

— (öm 0 An? 


A 0 pont viszont harmadrendű pólusa az integrandusnak. Ez deriválássai 
könnyen ellenőrizhető; 


(zt shh) z (22: shz 4 2? . chzj] 


72—Ű zzű 


Ü 
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(2 j shz) " 
jö 


z (32 shz 4 4z- ehz 4 ző - shi) Ü 


zzü - 





T1Ü 


(íz - shz 


zzz 





- (őchz - őz - shz Hz . ch) n- $6zÜ 
zú 
A reziduum kiszámítása történhet a megszokott módon határérték-számí- 
tással, ez azonban most eléggé nehézkes. Ezért a Laurent-sor előállításával 
keressük meg a €. 4 együtthatót. 


Tudjuk, hogy f-nék a 0 harimadrendű pólusa, tehát Laurent-sora a c. 3 
együtthatóval kezdődik: 


Ü ÜT Lt 
fiz) — zt Tt totezt e 


Behelyettesítve ezt f helyére, szorozva a nevezővel, és felhasználva a hi- 
perbolikus függvények Taylor-sorát, az alábbi egyenlőség adódik: 


2 4 3 5 
zzz 2.2 2 z ú 
Lendl Ü- Ü 
- aZ heg terzt s. 
2 z z 


Az integrál kiszámításához nincs szükség az egész Laurént-sorra, csak a 
€-4 együtthatót kell meghatározni. Ehhez ismét az égyüttható-összehason- 
lítás módszerét használjuk: 


a konstansok egyenlősége: 1 - cs 
az elsőfokúak egyenlősége: 87 c€. 3 


l 
a másodfokúak egyenlősége: zt 7 €-I kt — 
l 
Ahonnan c. 1 — z. tehát Bes(Ú) — Té 
Ezek alapján az integrál értéke: 


1 I ENNE NOT ől NN E 
fer : güz z 2ri (Rest0) mk Res(2ri)) 7 én (3 zzz) 





2 
il. $ — 7 dz, aholvalz— It [zt 1] — 4 egyenletű ellipszis, 
7 
y 
pozitívan irártyítva. 


Áz integrandus szinguláris pontjai a nevező zérushelyei, azaz a —1] 
kompléx szám harmadik gyükei; 
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ai za —z —]I a-1- 8 
Ezek mind elsőrendű pólusok, és mind a kijelölt ellipszis belsejébe esnek, 
Egyik lehetőség az integrál kiszámítására az, amit az eddigiekben is alkal- 
maztunk: külön-külön mindén pólusban kiszámítjuk a reziduumot, és arra 
alkalmazzuk a reziduumtételt. 

Egyszerűbben érünk célhoz azonban, ha figyelembe vesszük, hogy f- 
nek nincs több véges szingularitása, tövábbá azt, hogy a véges szinguláris 
helyekhez tartozó és a 60-hez tartozó reziduuinök összege zérus, 

Eszerint ugyanis: 

3 

2 Res(zg) — —Res(e) 

kz] 
A reziduumtétel szerint pedig: 


3 
riva — 2. 9 Res(za) 
F kzi 


A két egyenlőség összevetésével ez adódik: 
t fizjdz — —2iri - Resíco) 
y 


A ca-hez tartozó reziduumot számítsuk az alábbi módon: végezzük el f- 








l 
ben az 7 helyettesítést, majd Írjuk fel 2 Bf Ú) 0 körüli hatványso- 
rát. 

Ed 
r(2) . zt e 27 Hl ZZ 
- — j 7 — ET 
Z 2 41 [4 z ] — ( - z) 
Z 


Vegyük észre, hogy ez égy (—z ) kvóciensű mértani sor összegfüggvénye, 
amely w — vi z 1] feltétellel, tehát a Iz] c 1 körlapon konvergens. Tehát: 


r() - 2z(1—ő ze kzt —...) - 


z 27-22 4 22? — oz 4223 — . , 
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. 1 
Mivel f ajz]l 5 1 körgyűrűn reguláris, ezért (7) a Iz] c 1 körlapon 
reguláris. Hatványsora ézén a körlapon ennek megfelelően egy Taylor-sor. 


Visszatérve f-re, az inverz transzformációval előáll az f függvény 
Laurent-sora: 
2 2 2 
zi) — — — 1 —— 
f() zata 
Ahonnan Resí f, 90) — —eog — —2. 


Tehát: 
fra z —2ri - Resfco) — —2zi -(—2) — di 
Y 


3 
ÍZ. ft SEE S Szedz, ahol v tetszőleges, olyan egyszerű zárt rek- 


titikálható görbe, amely a —2, —1, 1 pontokat egyszer pozitív irányban 
megkerüli. 


A felsorolt komplex számok az integrandus elsőrendű pólusai. A 
kornplex sikon a függvénynek nincs több véges szinguláris helye. A felté- 
telek szerint a kijelölt y görbe az összes véges szingularitást mégkerüli. 


Kiszámíthatnánk minden esőrendű pólusban a reziduumot, de ismét 
egyszérűbbén érünk célhoz, ha az előző, 11. példa logikáját követjük: 

Az integrandus reguláris a Iz] 5 2 körgyűrűn, tehát a ss izolált szin- 
gularitás. Mivel a kijelölt y görbén kívül már csak a 00 szinguláris pont 
van, a reziduumtétel és a reziduumok összegére vonatkozó tétel szerint: 


fra — —diri : Res(on) 
F 


A c0-beli rezidüuumot a Iz] 5 2 körgyűrűn konvergens Laurént-sorból al- 
vassuk le. Ehhez a nevezőt szorzattá alakítjuk, majd a törtet úgy alakítjuk 
át, hogy a Iz 5 2 körgyűrűn koönvérgéns mértani sorok összegfüggvénye- 
inek szorzatát kapjuk: 


z - al - 
e DErDETD sí (rí 
£ 


€ £ 


f(z) — 
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ee b -—— rt. 


Itt tényézőnként elvégezzük a sorfejtést: 
1 1 l l 
J-(1r2rzt)- (1-5 45) 
fd-(142r- tt 


3 3 
.11—-É4 E —,.. 
0-árő7e) 


Ezeknek a soroknak a szorzata adja az f függvény ce körüli Laurent-sorát. 
Az intégrál kiszámításához azonban csak — együtthatóját kell meghatároz- 
m:cazl-1-(—2)41-(—1)-14I-1.-1— —? 
Tehát a 5-hez tartozó reziduum: 

Res(oi—- —e 1 52 
Ahonnan a keresett integrál értéke: 


frivaz — —2zi-(2) — —dri 
Y 


Mellesleg a sörfejtésből az ís kiderül, hogy a ca a függvénynek megszüntet- 
hető szingularitása, hiszen a sornak csak reguláris része van, főrésze nincs, 
továbbá: 


lim fiz — 1 
Z —i fzü 


5717 

13. $ ————— dt, ahol y olyan pozitívan irányított egy- 
F íz -k 2] 3-8 

szerű zárt rektitikálható görbe, amely megkerüli az intégrandius összes vé- 

ges szinguláris pontját. 


f szinguláris pontjai ,sokan vannak". Egyrészt a —2 komplex szám 
négyzetgyükei, melyek harmadrendű pólusok, másrészt a § komplex szám 
harmadik gyökei, melyek mindannyian negyedrendű pólusok. 


Tehát az integrandusnak összesen öt szinguláris pontja van, melyek 
mind magasabb rendű pólusszingularitások. Ha ezekre alkalrnazzuk a szo- 


kásos Res(f, aj — e ím (íz — ay : FLEG) Mi formulát, látható, 
ík — Hz 


hogy mennyi murikát jelentene a kiszámításuk. 
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Ezért az előző két példa mintájára ismét a 60-beli reziduutmot számít- 
juk ki. Ez valában elégséges, hiszen a y görbe f összes véges szinguláris 
pontját mégkerili. 

A reziduumitétel ebben az esetben: 


5 
fra zs Zxi. 4 Res(f ze) 
y k-I 


De tudjuk: 


5 
9 Res(f Zp) -k Res( f, va ) —Ü 
K-I 
Így kapjuk: 


fra s —Jgi Resíf, ca ) 
y 


Írjuk fel f co körüli Laurent-sorát! 


Mivel a íz] 5 2 körgyűrűn f reguláris, ez a Laurent-sor létezik. Ehhez 
végyük figyelembe, hogy f olyan racionális törtfüggvény, melynek szárn- 
lálója alacsonyabb fokú polinom, mint a nevezője. (A számláló foka 17, a 
nevezőé 18. 


Ebből következik, hogy 
lim fíz) — ő, 
z—r e 
ami azt jelenti, hogy a cs f-nek megszüntethető szingularitása, tehát a ca 


körüli Laurent-sor főrésze hiányzik, azaz a sor nem tartalmaz pozitív egész 


kitevőjű hatványokat. 
Így f hatványsora 
fod-et a SZ 4... 
Z z 


alakú. Írjuk be ezt f helyére, és szorozzuk a nevezővel: 
IT f2 3ra 4 €-1 , €—2 
5 z (íz 42) (7 — 8) (ore tét..) 
Alkalmazzuk ismét az együttható-összehasonlítás módszerét! 


A bal oldalon Z-nek csak a 17. hatványa szerepel. A jobb oldali szorzat 
kiszárnítása sorárv csak egyféle módon kapunk 17. hatványt, ha az egyes 
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tényezőkből rendre a zzz 


És - hatványokat tartalmazó tagokat Szoroz- 
zúk Össze. 
Ezek égyütthatóinak szorzata: 
1-l-e 4 — 5, azazeog — 5. 
Tehát: 
Kestf, a) — —cog — —5 
Ahonnan az integrál értéke: 


y 





2 
14. $7 - ln va ad, ahol a y görbe legyen a Iz] — 3 körív, negatí- 
Z -— 
F 
van irányítva. 


A függvénynek négy szinguláris pontja van, ezek a tört számlálójának 
és nevezőjének zérüshelyet, tehát a —2, —1, I, 2 komplex számok. 


A Iz — 3 kör ezeket a belsejében tartalmazza. Ebben az esetben a 
szinguláris pontok osztályozása sem magától értetődő feladat. 


Ezért ismét azt az utat választjuk, mint az előző feladatokban: 
A véges helyekhez tartozó reziduumok összegét a 00-hez tartozó re- 


ziduum ellentettjével helyettesítjük. Ehhez felírjuk az integrandus [Iz] 5 2 
körgyűrűn könvéergens Laurent-sorát: 


I — — 








2 
3 7 —-]i 3 zt 
z -I]n zzz ln z 
zt — 4 1.38 
p] 
z 


I . 
Fi 63 
— —37— — — — — 
: 27 37 
1 
Ahonnan ch, — ——. Tehát Rest / c6) — —e.r — PÉ 
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Mivel a vy görbe negatívan van irányítva, ezért; 
$rine — — ( — dni: Res(sa)) z 7ni 
Y 


Mellékeredményként kiderült a Laurént-sorfejtésből az ís, hogy a ma a 
függvénynek elsőrendű pólusa. 


7.3 Logaritmikus reziduum 


Gyakorló feladatok 


számítsa ki a következő integrálokat a logaritmikus reziduumok meg- 
határozásával! 


27 az se . 
1. £:— $b———rez, ha y a Iz] — 2 egyenletű körív, pozitívan 
y tz 


irányítva. 
f (2 
Az) 





Világosan látszik, hogy a törtet 3-mal bővítve az integrandus 


alakúvá válik, ahol f(z) — 2 47: 


ra LÁZ HÉ 
3] o zag . 
Mivel / polinormfüggvény, ezért nincsenek szinguláris pontjai csak zérus- 
helyei. 
AZarz zzz íz 4 H) átalakításból látszik, hogy a z — 0 háromszoros 
zérüshely, a —1 harmadik gyükei pedig egyszeres zérushelyek. Mind a 


négy zérushely a megadott y görbén belül található, hiszén a kör sugara 
kettő, a zérüshelyek abszolút értéke legfeljebb I. 


Ezért az imtiegrál kiszámítására alkalmazható a 
f (2 
yi) 


formula, ahol Z£ a zérushelyek, F a pólusok száma, mindegyik annyiszor 
számolva, amennyi a zérushely multiplicitása, illetve a pólus réndje. 


dz -— 2xi(2Z — FI) 


Mivel most pólus nincs, P — Ü. 
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A zérüshelyeket multiphcitással helyettesítve, megkapjuk az integrál 
értékét: 


[7728 4141-41) a ziZni z 4xi 


2.I :s fsszáz ahol y a [z] t [2 — 2] — 4 egyenletű ellipszis, po- 


zitívan irányítva. 








[a 
Alakítsuk át az integrandust! Nem nehéz észrevenni, hogy To alak- 
Z 
ra hozható, ahol fíz) — cosarz. 
SITJZ I —sesinsz 
íg va ir — E Cr rt —— rre er— 
COSITZ HO COSIEZ 


Mivel f reguláris függvény, pólushelyei nincsenek, zérushelyei azonban 
végtélén sokan vannak: 


aze tkmazazz—ktő kez. 


Ezek mindannyian egyszeres multiplicítású zérüshelyek. A kijelölt y görbe 
egy olyan ellipszis, riélynek belsejében ezek közül pontosan négy darab 
zérushely van, méghozzáak — —], 0, 1, 2 egészekkel indexelt nullahelyek 
(7.12 ábra). 





£.12 ábra 


Alkalmazhatjuk a logaritmikus reziduumokra vonatkozó integrálkép- 
letet, P — 0 miatt az adódik: 
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1- fiszzda - e - — gaz -g ri 414141) E —8i 
F 


3! isz frei ahol y legyen a Iz] — 8ir9 egyentletű, pozi- 
cthz - shi z 


tívan irányított körív. 


Fi 


f (2) alakú lesz, ahol fízd s cthz — cz 
z) shz 


Az f függvénynek vannak zérushelyet, és vannak pólusai 15. 


Mivel (cthzy — -——T ezért (—19-gyel való bővítés után az integ- 
sIl z 


randus 





f zérushelyei egybeesnek a ch függvény zérushelyeivel, ezek végtelen 
sokan vannak: 

Z4 -i(5 tkr),kEZ. 
Ezek mind egyszeres multiolicitású zérushelyek, és közülük 18 db esik a 
v görbe belsejébe, méghozzá a k — —3, — 8,... §,... 2, § indexűek. 


f elsőrendű pólusai azonosak az sh függvény zérushelyeivel. Ezek is 
végtelen sokan vannak: 


xmzimnxmed. 


Ezék közül 17 db esik a y körív belsejébe, azok, mélyeknek indexe: 
ma —8, —7,...7,8. 


Ezek után alkalmazhatjuk a logaritmikus reziduumokra vonatkozó In- 
tegrálképletet: 


—i F(d 
I - - fh —— —dzz — —2ni(z — P) — 
Ía shiz o kt ) 


z —Zril8-1—17-1l) s -Zxi 
eérriz 
41: báni zdz, aholy aiz— 1— rre 1 egyénletű körív. 
y 
Most az integrándus 


F() 


PG)" rz) 
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alakra hozható, ahol eízi — eri fíz) —- Inz. A y körív által kijelölt 
körlapon belül Inz reguláris függvény, egyéltén zérushelye van az s 1 
pont. Mivel 


(inzy — J) eg ] —m] zűü 
Z [ 
ezért a zérüshely egyszeres multiplicitású. 
szinguláris pontok mányában az integrál értéke: 


- fv. fD2 ani . pill] — 2 - emi — mi. e — 2ri 
MM [75 


5.f:zz $ shóz : cetg zdz, ahol y az a pozitív irányítású téglalap, mely- 


Y 
nek csúcspontjai a —I ti, —1— if, 4— rt, 4-4; komplex számok. 


: COSZ .. V . 
Az integrandus a cígz — prmgndl (sinzy — cosz összelüggések miatt 
LIL ZT 


f (2) 
fÁz) 


alakú, píz! — shíz és F(z) — sinz szereposztással az integrandus a teljes 
sikon reguláris függvény, így pólusai nincsenek, zérushelye azonban vég- 
telen sok van: 


n:-kr kez, 
mely zérushelyek mind egyszeres multiplicitásúak. 
Közülük kettő esik a kijelölt téglalap belsejébe: Ú, -r. 


Az integrál értéke tehát pólusok hiányában: 
FX) 


12 foto. FZAÉKT z dmi- (1 (0) 4 I pír) — 


z Írt (sh/o kk shó) — zi -shér 


plz): 





sz 
Óó. ! : — pi: . E: . ; dz, ahol y tetszőleges olyan egyszerű zárt rekti- 
fikálható, pozitív irányítású görbe, amely megkerüli az ötödik egységgyö- 


köket, de nem metszi a valós tengely negatív szakaszát, és ném mégy át a 
Ü ponton sem (7.13 ábra). 
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7.13 ábra 


Világosan látszik, hogy az integrandus pízi — Inz, fíz) — 7-1 
szereposztással 
FA) 
PID" ez) 
alakú. Itt f egy polinom, tehát reguláris függvény, melynek pólusa nincs, 
csak egyszeres multiplicitású zérushelyei, melyek éppen az ötödik egy- 
séggyükök: 
ik. 
zze 5 ,k—-Ü,l,2,3,4. 


A y görbe a feltételek szerint belsejében tartalmazza mind az üt zérüshe- 
Évet, továbbá p reguláris a y-n és belsejében. 


Tehát alkalmazható az 


4 
f (z) ÍZ) a, ki 
fo TD 2)" 7 apadni 


összefüggés. Most 1, — 1 minden £-ra, hiszen minden zérushely egyszeres 
muapácítÉSs így: 


1 Yn (et) SZ dni 


k7-Ü kzÜ 


u 
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(3 
7.I:z $ ————dz, ahol y a 12— 50] — 50.25 egyenletű körív, 
y igazz : cos" mz 


pozitív irányítással. 





Legyen fíz) — tgsrz. Mivel ekkor fs 5 , ezért az integran- 
20857 77 
dus 
f(2 
píz): (2) 


alakú, ahol (íz) — et 


f(íz)-nek végtelen sok elsőrendű pólusa és végtelen sok egyszeres zé- 
rushelye van. Ezek az alábbiak: 


pólusok: x:.pz 5 tim, AZAZ D-I45lEZ; 
zérüshelyek: Hz s k:mxr azaz kkez. 


A v görbe egy olyan kör, amely körülvesz LŐ1 db zérushelyet, még- 
hozzá a k — Ü, I, 2,... 100 indexűeket, és belsejében tartalrnaz 106 db 
pólust, az (t — ú, I, 2... . 99 indexűeket. 


Ha ehhez még hozzátesszük, hogy a w(z) — ef: függvény mindenütt 
reguláris, akkor alkalmazhatjuk az 


100 99 
fz) 
fogna reteg -3avveln) 


intégrálformulát. Az ,,1" szorzőtényezők azt jelzik, hogy a zérushelyek és 
a pálusok is egyszeresek. Tehát: 


100 u 
[—- 2 (57 - zen) 
£-Üü (7-6 


Vegyük észre, hogy a két szumma összelésülésével egy olyan mértani 
sorozatot kapunk, melynek kvóciense —e: 


I 7- inti - (1 —ete— e 3... — e? 4 et 
Ennek összege adja az integrál értékét: 
(-e 1 e70 1 


[I —- Ami e — ri. S 
—e—] £ tl] 
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8. szárnítsa ki az ! 5 o d: integrált, ha 
4 2 
(1) 
fa - cos (rz) 


v az a pozitívan irányított téglalap, melynek csúcsai a —Z b 2, —2 — 2Zi, 


4 — 2i, 4 4 2i komplex számok. 


Világos, hogy /-nek kétszeres zérushelyei a negyedik egységgyüűkök, 


tehát az 1, i, — 1, —i komplex számok. 





7.14 ábra 


Másrészt f pólusai a 09802) z Ü egyenlet minden gyöke: 


nm ntktzzktzkez. 
Ezek a gyökök harmadrendű pólusok, ugyanis: 

(cos ze h- e, z (—37cosf az - sin), z0 

(cos az) 1 me z (6? cosarz sin? atz — 377 cos? az], — 0 

(cos az) To, 7 (őr sin? az 4 21? cos az sin) [7 


z —ún? .(- ét 0 
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A megadott y görbe megkerüli az összes zérüshelyet és 6 db harmadrendű 
pölust, aX — —2, — I, 0, I, 2, 3 indexűeket (7.14 ábra). 


Ezek alapján az f integrál értéke; 


I - 2ni(Z— P) — 3xi p32 - 3), 
m-2 
ahol n, a zérushelyek multiplicitása, illetve a pólusok réndje, tehát; 
f—- 2mxi:(4-2—6-3)— —2üzi 


9. Számítsuk ki az f — $z- 42 saezédg tniegrált, ha 


vF 


f( 7 kk 6z" - 07 
(z — JÉ(z? 4 4zi — BR 


és y olyan egyszerű zárt rektifikálható görbe, amely megkerüli f összes 
zérushelyét és pólusát. 


Kissé átalakítva a törtet, az f függvény alakja áttékinthetőbbé válik: 


ez 4 3) 
XI) - ——— e ——,— 
1) (z — Víz 4 2hő 
Innen már ieclvasható, hogy az — Ü egyszeres, a z — —3 pedig kétszeres 


muitiplicitású zérushely, a z s F másodrendű, a z — —2i pedig hatodrendű 
pólusok. 

A píz) — z függvény a teljés síkon reguláris, így a y görbén és annak 
belsejében is. Tehát az integrált szárníthatjuk az 


I7 Mhz [6 dz z ani (Doma Yep) 


Y 
formulával, ahol zs-ek a zérüshelyek, pr-ek a pólushelyek, Hz és m, a 
megfelelő multiplicitások. 


Helyettesítve: 
fs 2xi-(1-042-(—3)) — (21 — 6(—2D) — 2mxi(-6— 84 I2ö) — 
- —20m — 12-i 
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7.4 Valós integrálok kiszámítása 


Gyakorló feladatok 


számítsa ki a következő valós integrálokat a reziduumtétel felhaszná- 
lásával! 


zm g 
. 1 :5 ——— it 
L.1 / 6 4 5c05x li 


Végezzük el az integrandusban az es 2 z helyettesítést, melynek 
alapján 
27-41 
2 


Ha most 0 S x s 25, akkor z éppen a komplex sík Iz] — 1 égyénletű y 
körívét futja be pozitív irányban. Integráljunk a y köríven: 


! I —2i 
1- h— —  .1g- h— eg 
[/ gi iz Ísz7 ars 


in S nt HÉ 





l l ez 
x z - Inz, dx — —dz, továbbá cos x — 
h IZ 





Az 





7.h3 ábra 


ÁAz integrandus szinguláris helyei a nevező nullahelyet: 


6 VII 6 VII 


aszzims un Tsa 
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Ezek közül zt a y kör belsejébe esik, hiszen abszolút értéke kisebb 1-nél, 
a za azonban az egységkörön kívül van (7.15 ábra), tehát a reziduumtétel 
szerint: 

Iz 2ri - Res(zi) 
Mivel zi a nevező egyszeres zérushelye, ezért az integrandusnak elsőrendű 
pólusa, tehát: 





—2i —2i 
Kesizi I] — ————— z —— 
(zi) 107 12]zszy  v/44 
Tehát az integrál értéke: 
egi 2IT 
[ - zi: —  z —— 
vaá4 VII 


mm 1 
Z. I : ——— él 
f 3—-dsinx 


Az előző feladat mintájára alkalmazzuk az €7 - z helyettesítést, 
melynek alapján: 
2-1 
27 
Az integrációs út pedig ismét a komplex sik Iz] — l egyenletű y köríve, 
ezzel: 


I l —1 
I - h——— — —— : —dz - h——  — d 
Í 2-1 iz Írt 


3— 4. 





; j) 
sinx — dx z —dz 
IZ 





Ziz 
Az integrandus izolált szinguláris helyei a nevező zérushelyet: 
$43i —$fda 3 
tn: I 5 








4 4 
Ezek mindketten az egység sugarú körön kívül helyezkednek el, ami azt 
jelenti, hogy az integrandus a y görbén és azon belül reguláris függvény. 


Tehát a Cauchv-féle alaptétel szerint: f — 0 


7. 1 
3.1:z f mg ük 
-xzit sin x 


Alkalmazzuk a szokásos z — ef" helyettesítést, mellyel 
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2.1 





. l 
six s : - — —dz, 
AZ iz 


és integráljunk az origó kozep TEYSÉB VI sugarú y körvonalon. Ekkor: 


íz Nt dz 
Ni 2. t 20 — 6241 FECETNT 
Hi Z 

] - 

égy" 


A reziduumtétel alkalmazásához keressük meg az egységkör belsejébe eső 
szinguláris pontokat! A megoldóképlettel kapjuk, hogy: 


zs 3422 és 2 -3—2y2 
Közülük csak az utóbbi (25) ésik az egységkörbe, ennek négyzetgyőkei 


ílegyének ezek uj és ua) elsőrendű pólusok. Ezekén a helyeken a reziduu- 
műk: 


Res( u) — 





Z IGN CERN Hi 
- a - 2 

4(3—2/2)-12 16 
Mivel a reziduum értéke csak u -től függ. és ut sz u — 3 — 2.472, ezért 
világos, hogy 





13] 


Res(u) Res(t) --Tg 


Tehát az integrál értéke: 
I - 27-i -§3 9. -v2 
i 16 


én l 
4. 7 :— ——————— gy 
f/ 2-4 cosx — sinx 


Az intégrandusban elvégezzük a szokásos helyettesítéseket: 
e? — 2-ből következően 


cos z t sin x z 7] 
Aa - Tr kazi kJ 
ÉZ 2íz 


majd áttérünk a [Iz] — Í körön való integrálásra. Elvégezve a helyettesíté- 
seket, ezt kapjuk: 


Je 








l 
h dx - —dz. 
IZ 
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yól tré b dz-t(I—A 
AZ integrandus szinguláris pontjai a következők: 


az 2tA 0 ,. An 
; 14 27 Tri 


Könnyen ellenőrizhető, hogy Izi] - V3—2v2 c I, tehát z; a y görbén 
belül van, 22 azonban kívül. Mivel zj a névezőnek egyszeres zérüshelye, 
ezért az integrandusnak elsőrendű pólusa, tehát: 


—2i i 
Rés z— ——— zzz — —— 
(a) Ál tiztá4 ez] v/2 


Tehát a keresett integrál értéke a rezidüumtétel felhasználásával: 


T7 2mi-Resízi) — 2zi - (GR) - v2n 


én C0s 3x 
5. I: / WU  — ex 


Alkalmazzuk a megszakott e" -z helyettesítést, de most szükségünk 
van az eddigiekben használt formulák általánosítására 15. 


Már láttuk: 
7. r 
és smx-— : ! 


tt — 














cosx : 
iz 
Ugyanezzel a logikával kapjuk: 
17. 1 z" 41 
csn a (2ta) 
Hasonlóan: 
st An 14 29 -I 
jlltlnlGT (z zi) 02 
Ebben a feladatban az előző formulára van szükség n zs 3 esetén: 
241 
COSÁXx sz 
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Elvégeézve a helyettesítést, és áttérve a Iz] — 1 egyenletű y körön való 
integrálásra, ezt kapjuk: 


213 


11) 
1- az ő 
p-2i 2 (2 —4zd 1) 


Az integrandusnak a za — 0 pont harmadrendű pólusa. További pólusokat 
kaphatunk a mégöldőképlettel: 


z:24t 73 és 225 2— 43 
Ezek elsőrendű pólusok. A felsoroltak közül zg és zt van az egységkör 
belsejében. Ezeken a helyeken számítjuk a reziduum értékét: 


I 
6 
. z TI , 
Resf0) — lim íz? - lim 7] — 157 
0) — lim( fo) m(2 Sz) 
Másrészt: 


. . 2341 h 
tele c (ea) re) a aa (ag 3] 


ütag 


- zta (da) B 
2(z1 — 22) e) 


Tehát a reziduumtétellel az integrál értéke: 


P—- 2 ni. (5-5 $ ) sz 2 : (SS - is) 











3 


7.5 Improprius integrálok kiszámítása 


Gyakorló feladatok 





L.L. fő 1 4 
Liz [ zt a ER 


Terjesszük ki az integrandust az Imz 2 Ű félsikra az 
Mo zxe 


definicióval. A valós tengelyen f természetesen egybeesik az integrandus- 
sal. Ennek a komplex f függvénynek kér elsőrendű pólusa van, ezek a 
z tai komplex számok. 
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Integrációs útnak válasszuk a [—KR, R] intervallumot és az ehhez csat- 
lakozó Iz] — A körív Imz 2 0 félsíkba eső felét, pozitív irányítással (7.16 
ábra). 


Im 





1.16 ábra 


Így kaptunk egy pozitívan irányított zárt görbét, amelyet a következő 
példákban 18 gyakran használni fogunk, jelöljük ezért T-val. (Térmésze- 
tesen [ függ az A sugártól, tehát logikusabb lenne a Fnp jelölés, dé az 
egyszerűbb ! sem okoz félreértést.) 


számítsuk ki f integrálját a zárt T görbére vonatkozólag! Ha R 5 a, 
az ai pólus a TD belsejébe esik, a —ai pólus azonban R-től függetlenül 
mindig T-n kívül marad, Így a reziduumtétel szerint: 


Í 
ff - f. szakit 1. és fi de sz fi: Reslgi) 


Az ! integrál értéke ebből R — ca határátmenettel adódik az alábbi módon: 


R 
iz im / —T ! — gs - 2ari - Res(aij) — im l ——— edz 
Rama pa ka Re fej — eg ta 


Mivel az integrandus egy olyan racionális törtfüggvény, melynek nevezője 
kettővel magasabb fokú a számlálónál, ezért az általános elmélet szerint a 
félkörre vonatkozó integrál a 0-hoz tart. Ez a tény ebben a könkrét esetben 
nagyon egyszerűen adódik az általános tételre való hivatkozás nélkül is, 


ugyanis; 
[ 
0 s edz 
ha zi tk az 








l 2zR 
z d a ű 
1. eR2— ait R2 ag 
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Ezekből már következik: 
f - 27t : Restat) 
Mivel z — ai elsőrendű pólus, ezért 


] I 
Resígi] — — — -—— 
(a ) 27 7r—ai 2di 
Tehát, 
h) xT 
I - dmt.— z — 
van a 


Ez az eredmény természetesen egyezik a valós analizisbeli számítás ered- 
ményével, ugyanis: 


5.1 I ko g 
i -——. d — dx — 
fe kn az am f x 7 dx 
ta (3) 


. ] , xi8 l JT Jt 7 
— az im, lav areteő] , sz (2-(-3)) 


A megoldott feladat egyszerűen általánosítható az 





ü I 
h- f — iz dx, a ER", n— 2,3,4,.. 
— [Mm (2 tat) 


esetre. A különbség mindössze abban van, hogy ekkor z — al nem első- 
rendű, haném n-edrendű pálus. 


Így például 1 — 2-re: 


t 


Resíar) — a; lim [e — aiy" z-on) — 
a megi 22 kk a2) 


É 
. l . —§3 I 
sz lim — gal - lim § —-—  ] z — 
ze t (zt ar] 1-sni § (zh ajji dai 
Ahonnan; 


h - 2mi. tú 


l 
aa 2a3 


Jx 


2.[:5 —— e 
f. (x2 4 4) (2 kH 4áx-k 9 
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Első lépésként az intégrandust kiterjesztjük az Imz z Ő felső féksikra 
a következő definicióval: 


RÉTET JEETTTI 


f a valás tengelyen természetesen egybeesik a valós x me fix) Integran- 
dussal. 

Határozzuk meg f szinguláris pontjait. Ezek a nevező nullahelyei; 

z — di. — —ti 23 — —2t foz — —2—t, 
melyek mindannyian elsőrendű pólusok. 


Legyen az integrációs út ismét a T zárt görbe (7.16 ábra). HaR 5 V5, 
akkor !T megkerüli a zj és 24 pólusokat, a többi pólus azonban miniden RK 
esetén T-n kívül esik. 


Ezért ha a Iz] — R., Imz z 0 félkörre bevezetjük a y jelölést, ezt 
kapjuk: 


R 
prove z fi fixjdx § [92 mo 2tt (Res Íza) HF Rés (zs)) 
T -R y 


Az ! integrál értéke ebből átrendezés után RK —: c0 határátmenettel adódik: 


K 
fsz lim J feddx - 2mi - (Res(zi) § Res(zsz)) — lim / f(zjdz 
Rn -Pp Re y" 


Mivel a nevező fokszáma 3-mal nagyobb, mint a számlálóé, a félkörre 
vonatkozó integrál 0-hoz tart, ha R — co. Elég tehát a reziduumokat 
kiszárnitani: 


Resízi) — Jim A(z — zi) - f(z)) Zz 





b  1—8 
—BRRI 65 
— ] — z me ——— 
Res(zs) BLA (íz z3]) : f(2)) Lal (ra) G — a) 
(ld 8 
565 


Ezek, valamint a reziduumtétel felhasználásával: 


. 1 — 8 —1 -- IB Hi AT 
ai. (—— 4 —]) 7 13 
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. 3x7 
3.1: [ — — d 
l Aa 1322 4.367 


Az előzőekkel ellentétben nem a teljes számégyenésen integrálunk. 
Azonban a függvény páros, így könnyen áttérhetünk a —c0-től 4 c0-ig vett 
integrálra; 


1 6" 3x7 
I7- — ————-————— d 
[7 2 436 
Ennek kiszárnítására a már bevált módszert alkalmazzuk. Kiterjesztjük az 
xr f(x) valós integrandust a komplex síkra az 
32 
KO TT i32 36 
definícióval, majd integrálunk a T görbére (lásd a 7.16 ábrát). 
Az f komplex függvény alábbi 
37" 
(z— 20úz 4 2EMz — 3924 3) 


átalakításából világos, hogy az Imz z 0 felső félsikban f-nek két elsőrendű 
pólusa van: 2i, 37. Ezeken a helyeken kiszámítjuk a reziduumokat: 





42 úm s ís—9n. fa a LR 6 
Res(/, 27 lim — (íz — 21). f(2) - — CP 87 Töi 
És hasonlóan: 
KLM fla; szav 9 
Res(f, 3) — lim — (2—30-f0)- eg 16; 


A zárt I görbére vonatkozó integrál R 5 3 esetén a reziduumtétel szerint; 


I 6 0 3 
foz 7 3xi (— 7; t 101 ns 


Ha elvégezzük T szokásos felbontását a [—R, R] intervallumra és a y 
félkörre (7.16 ábra), az alábbit kapjuk: 


21 - fíéxjdx z f fízkdz — lim fi f(zdz 
Fr H—a en yt 


Mivel a nevező fokszárna 2-vel nagyobb a számláló fokszámánál, ezért a 
y -re vonatkozó integrál határértéke zérus, tehát: 
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l 31 
Í- —ö. ZZ am 
7 fra 10 


4.1:z Í ——- dx 
a) xX ti 


Mivel az integrandus páros függvény, áttérhetünk a teljes valós szá- 
megyenesen történő integrálásra. 


1 ff" 1 
7 — . ssmnnááni mag? 
2 / ax RT 
Terjesszük ki az x me fíxi valós integrandust a komplex síkra az 
l 
fiz — áT1 
definícióval. Ez a függvény a valós tengelyen egybeesik az integrandussal. 
Az integrációs út pedig legyen ugyanaz a T görbe, mint az előző példák- 


ban: [(—R, R] intervallum és az Imz z 0 félsíkban hozzá csatlakozó Iz] — R 
egyenletű y" félkörív. 


Az f függvénynek § db szinguláris pontja van, ezek a —i komplex 
szám nyolcadik gyökei. Exponenciális alakban a következők: 


azét E) 4-0 12...7 


Ezék közül a felső félsíkban található 4 db, ak — 0, I, 2, 3 indexűek, 
melyek R 2 1 esetén a T görbe belsejébe esnek. A reziduumtétel szerint, 
ha R 5 E, akkor: 


R 3 
f fixdx 3 / fizjdz — 2mi : 9 Res(f, Ze) 
-k y keÜ 


Átrendezéssel és R — ce határátmenettel adódik az / integrál értékének 
KkélszerTÉSE; 


3 
2I - Zrri. 9 Res(f 24) Jim, [fd 
k—ű y 

Mivel f számlálója nulladfokú, nevezője pedig nyolcadfokú — tehát a kü- 
lönbség több, mint kettő — a y-re vonatkozó integrál határértéke zérus. 
Flég tehát a reziduumokat kiszárítani. Mivel mindegyik szinguláris hely 
elsőrendű pálus, ezért: 
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-— I hakzü 123. 


l 
Res (4 ze) mit si zzz 8. ergé D-T 


SZ 





Tehát: 
3 ; 03 
: Ji —7 
2 sm Énis —— —e— —— mm — Zk 
2 IR-OKEN)7 4 
ke 8 € Li kzÜ 





7.1? ábra 


Az összegzésnél célszerű kihasználni, hogy 2 ? ég 23, illetve zT" ÉS 
za ? páronként szimmetrikusan helyezkednek el az irnaginárius téngelyre 


vonatkozólag, rendre kt illetve 3 szüget zárnak be az imaginártus ten- 
gellyel (7.17 ábra). 
Így az összegzés páronként egyszerűen elvégezhető: 


II - - - - 
r-g(lot ra) (ara), 


ahol 
257 427 - -2i cos er azt z -2i- cost. 
Tehát: 
Íz zi (— di) (cos -F c0s a) - E (cos 7 th cos A) 
E: 8 8.7 4 8 g 
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A példa könnyen általánosítható arra az esetre, amikor a nevezőbeli hat- 
ványkitevő páros szám: 


ni 
pix) 
hu E mp, X, 


ahol p tetszőleges olyan legfeljebb (2n — 233-ed fokú polinom, melynek a 


a ae 
zzz ednéttb — $F2GI,...9n-1 


komplex szármmok nérn zérüshelyei., Ekkor ugyanis a 74 számok mind első- 
rendű pólusok, melyek közül csak a Felső félsikba eső izolált szingularitá- 
sokat kell figyelembe venni. 


Ha valamelyik zz a p polinomnak zérushelye, akkor 7, megszüntethető 
szingularitás. Ekkor még egyszerűbb dolgunk van. Erre látunk példát a 
következő pontban. 


La) ü 
5.f:— álltál Ai 
—ax8—1 


Első lépésként szokás szerint kiterjesztjük az integrandust a komplex 
síkra az alábbi definícióval: 
fa - 5 
8-1] 
Ez a függyény a valós tengelyen megegyezik a valós x Az f(x) integran- 
dussal. Integrációs útként jelöljük ki a T görbét, amely a (—R, R1 intérval- 
lum és Iz] — A. Ímz z 0 egyenletű y" félkör (7.16 ábra). 


Keressük még f szinguláris pontjait. Ezek a névező zérüshelyei közül 
kerülnek ki, melyek éppen a nyolcadik egységgyökök: 


i-k-§ 
sg 8 £5zü l,...7 
Ezek között van zg — Il és zy — —1 ís, mélyek a valós téngély pontjai. 
Ezek a valós számok a nevezőnek égyszerés zérüshelyei, de nullahelyei a 
számlálónak is, tehát ezek a helyek nem pólusok, hanem megszüntethető 
szingularitások. 


Ez adódik például a 
25. 1 6 


l — ——  — 
zati 28 — 1] ha 
határértékreláciákból 15. 





28] 


A maradék 6 db szinguláris pont közül R - 1 eseténak — Í, 2, 3 
indexű esik a [ görbe belsejébe. Így rögzített R 5 1 esetén a reziduumtétel 
szerint: 


R A 
f fixdxt / fizjdz sz 2mi : 2 Res íz) 
-R y kz] 


Átrendezve az egyenlőséget és képezve az R — co határmenetet, ezt kap- 
juk: 


3 
I72mi: 9 Res(z4) -. im f/fga 
kz1 d 


A fokszámok közötti különbségből adódóan a y/-re vonatkozó integrál ha- 
tárértéke zérus, így elég a reziduumokat kiszámítani. 


A. szinguláris helyek közül tehát z:, zz és zs esik a T belsejébe, illetve 
a felső félsikba. Ezek mind elsőrendű pólusok, tehát: 


3 
Kesízre) — : zi k 
TEX 
A bővítésnél felhasználtuk, hogy z4-k nyolcadik egységgyökök, tehát min- 
den X-ra z Il. 
Vezessük be az 4 — z2y jelölést. Ezzel a jelöléssel, alkalmazva a 
mértani sorozat összegképletét, az alábhi adódik: 


- 
(0 zZ4—-l 27z 


Szi a 











3 
u — ata cat dt — a 
) Res(íz,) — ———— —  — ——————,] — 


8 
47] 
. 1 u o? ü ut — u 
— BA u7-I u — 1 
Most használjuk fel, hogy u! s —1, amiből az is következik, hogy: 


w8 - 1 





nzeket helyettesítve; 


ua ig 
NResag) z 1-4 az 14 u - 1 lie d 1ltreg 
: 1-7 1-u) 811. eiT 1 -eő 


AZ elemi függvények definiciója alapján könnyen levezethető: 
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esz .l.LteT 
kár sódnei i 4 — eli? 
Ezt és a reziduumok összegét felhasználva az integrál értékére a következő 
adódik: 


. ] IT zt kid mr TT 
iz :.1——] - — — [ — — - — — —— 
2gti ( 37) (ctg B cíe 5) 7 (cg 7 cíg B ) 


A fenti megoldási módszer változtatás nélkül alkalmazható az alábbi álta- 
lánosabb esetre is: 


ag 2 
kő el 
Ír n - J Th dx 
na 5-1 


Ha m c n, akkor a számítások az alábbi eredményt szolgáltatják; 


] l 2m-4 Il . 
Ím ns sz (eg (27 z) —ctg( pa m) : 2xi) 
we 6 4 
6.r:- f — dx 
—e xx" —1 


Ez az integrál könnyén kiszámítható, ha felhasználjuk az előző példa 
eredményeit. Ázonos átalakításokkal: 


"e-t, 9 6] 4 
— me erted —— dx — dx s 
ha x8 1 — foxi nk —1 


--t (et Et 5) ő (et Mt A) 
77 7a bg vég] ög bg vég 


Ez az eredmény is könnyen általánosítható az alábbi módon. Ha m c m és 
k a n, akkor; 


SZÉ kzt. (a (EE. hat és y) 
—a xt—I n BA an lm" 


Mivel ezek az integrandusok páros függvények, ezekből az eredményekből 
2-vel való osztással azonnal következnek a (0. c0] intervallumra vonatkozó 
integrálok értéke is. 


ÜK 

C05X 

7.1: f 7 zdx ae Rt 
GENE edlle all " ! 














mag] 














A kijelölt valós integrandus helyett vizsgáljuk az 
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eiz 
Oz gra 
komplex függvényt! Az Euler-összefüggés szerint: 
cosz:bisinz 
2) - ——m— TT 
ha) zt ai 


Tehát valós x változó esetén a valós változós komplex értékű x me f(x) 
függvény valós része éppen a kijelölt integrandus. Integrációs út ismét 
legyen a T görbe (7.16 ábra). 

A komplex f függyénynek két elsőrendű pólusa van; Hai. Ha KR 5 a, 
akkor az ai pólus benne van a [ görbe belsejében. Ebben a pontban a 
reziduum.: 

Iz 


E 
Kes(íf, ar) — — sz : 
27 ezzaj Zat 


A reziduumtétel szerint ennek felhasználásával: 


A —a 
[ra - ! fixkix b [/fddz sz ATTI - 2 . 
T -R yi a 


x B f(x) improprius integrálját kiszámíthatjuk R —: co határmenettel. Át- 
rendezés után adódik, hogy: 


na ar -a a 
f.e0a — a e pm, fa 


Mivel a y" félkörív az Ímz z 0 félsíkban van, ezért le] mm lééyző 
miatt 
lez] — jet őn — er] ey ez l, 
ezért az integrandus becsülhető az alábbi módon: 
é l 
zt 4 at 2 4 at 
Mivel ez utóbbi tört olyan racionális törtfüggvény, melynek nevezője ket- 


tővel magasabb fokú, mint a számláló, ezért a y -re vonatkozó integrál 
határértéke ismét zérus. Dehát: 


ii e. az 0 
a— ada —m-.g 
naX ta fe) 


Ennek valós része szolgáltatja a keresett integrált. Mivel ez valós szám, 
ezért: 


-——e 


E 











iz 
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Eza 
C0Sx mm tt 
7 dx e Re( Te] e Te 
-—-aX Ta jei di 


Részeredményként adódik az a nyilvánvaló dolog is, hogy: 


Éxa E 
ST x föl — 
/ s dx -Im( e) -0 
am tk ta űü 


Úgyanis a valós téngelyen f képzetes része éppen eg: A kapott 


ar Én ar Fa ai söt La.) A d 
eredmény azért magától értetődő, mert a függvény páratlan, tehát a teljes 
szármegyenesre vonatkozó integrálja csakis zérus lehet. 


Megjegyezzük még, hogy a 


im [fa z ( 
rek FT xy 


határérték a Jordan-lemmából is következik, hiszen 
f(zd — píz) e" 


É 
alakú, ahol m— —— 
a(z) zt 4 az 


8.r:z f ESB 4x 
a xTtIi16 


Az integrandus páros függyény, hiszen a nevezője páros, a számlálója 
pedig két páratlan függvény szorzataként szintén páros. 


mely zZ — ca esetén egyenletesen tart 0-hoz, 


Ezért áttérhétünk a teljes valós számegyénésén vett integrálra; 


1 £  x-sin3x 
r-t Sg 
3. xi R 16 


Vizsgáljuk az integrandus helyett az 
— £ (a i3 
f(z) zTTő " 
komplex függvényt, és integráljunk a szokásos I görbe mentén (7.16 ábra)! 


A kijelölt valós integrandus eszén komplex f függvény valós tengély- 
re vonatkozó leszűkítésének képzetes része. Keressük meg f szinguláris 
pontjait! Ezek a — 16 komplex szám második gyökei; 4di. 


Ha R 5 4. akkor az — 47 esik aT görbe belsejébe. A z — 4i komplex 
szám elsőrendű pólus, tehát: 
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2 : előz 
éz zzár 


Tehát R s 4 esetén a reziduumtétel szérint: 


Resíf, 4 — 








A — 
fa - / fixydx t [/feddz — Zri - tell 
ni JER v 


Ebből R — as határátmenettel: 


f fidds zni - e IZ im [fa 
m-a — 4 em ge 


Becsüljük meg most f racionális részét: 


12 
2 











asl 
ztral R-—4 


Ahonnan világos, hogy R — c6 esetén 


7 s max] 
za34 





Z 
énletesen tart 0-hoz, 
tehát Fordan lemmája szerint: 


, 2 317 
lim e "dzzÜ 
am, zt 44 


Tehát: 
i — 7 Im(xi-e sz 





IT - 
HM 712 
2 


m 2 
xX7 cos 2x 
. I :z ——  —— dx 
7.1 / 3 46x2 ht 9 
Mivel az integrandus páros függvény, áttérhetünk a teljes szármmegye- 
nésre vonatkozó intégrálra: 


18" kt. cos2x 
m — ——— — —— d 

j [Fe ji 

Vizsgáljuk az alábbi komplex függvényt: 
27 . eti zt 2iz 
HO- geza TT ni? 
rldlte sll " Fádlln nil (2 ak 3] 

Világos, hogy a valós tengelyén a komplex f valós része éppén a kijelölt 
valós integrandus. 
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Az f függvénynek 2 db másodrendű pólusa van, ezek: tv/3i. Az 
integrációs útvonal legyen megint a I görbe (7.16 ábra 


Ha R s v3.az — v4 ci pólus f-n belül van, am — —V/3 d 
pedig mindig kívül marad. Elég tehát a zp ponthoz tartozó reziduumot 
kiszámítani, ugyanis a reziduumtétel szerint: 


fred — 2rri - Res(zi) 
r 


Mivel z, másodrendű pólus, ezért: 


É 
! do ti 
Resfz1) — lim ((z — zi)" . fd] z líim  —-£ j]- 
7 ca (zar vő 


2 5—2V3 2; 
z7 GE E 
12 
Tehát: 


A 7 ( l 5 23 
mem —— ef —  . B — e —- 
járe 43) ;"Resla) v3 5) 


Mivel 


Üi l 5 -14/3 ; 
fixdx— I ———- Íme — im / tiz, 
— ég v/3 6 Rh és y" JA e 

ezért ki kell szárnítani a y-re vonatkozó integrál határértékét. 

Becsüljük meg f racionális részét: 

2 z 2 
—E — —] z ve E 0 
(243) (24 3] (R2 — 3] 


ha A — ca , ami azt jelentt, hogy a racionális törtfüggvény egyénlétéser 
tart Ú-hoz, téhát a Jordan-lemma szerint a y-re vonatkozó integrál eltűnik. 


Tehát; 


a E.gef/ fd. 5).z. 
regrRef raz (7 5) 3 e 


I l 
10. I :— — — — 
ie. -k 18 


- Maxlz]—-R 
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Terjesszük ki az integrandust az Imz z 0 felső félsíkra égyszerűen az 


f(íz — ET] 
definícióval. Ennek valós tengelyre vonatkozó leszűkítése mégegyezik az 
x 4 fix) integrandussal. I 

Az integrációs út megválasztásánál azonban óvatosabban kell eljár- 


nunk, hiszen az f függvénynek a valós tengelyen van szingularitása, a 
z — —]1 pont elsőrendű pólus. 


Im 





7.48 ábra 


A reziduumtétel alkalmazásához olyan integrációs utat kell választani, 
amely egyes szingularitásokat megkerül, egyeseket elkerül, de nem halad át 
rajtuk. Ezért az előző pontokban alkalmazott zárt I görbét úgy módosítjuk, 
hogy beiktatunk égy olyan e sugarú félkörívet, amely megkerüli a —] 
szinguláris pontot. 

Pontosabban a CT" görbe légyén a következő: a [-R, — 1 — e] interval- 
lumhoz csatlakozik a (Iz -k 1] — e, Imz z 0 egyenletű y" félkörív, ehhez a 
[A1-e, R] intervallum, majd a megszokott Ízi — R, Imz z 0 egyenletű y 
félkörrel záródik a T" görbe, összességében pozitívan irányítva (7.18 ábra). 

Az integrandusnak három darab elsőrendű pólusa van, a — 1 harmadik 
gyökei: 
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. dt , , 
nzse3 szeszt zzz ei" 
Ha R 5 I, akkor zi a [" belsejében van, 22 És zs mindig kívül esik rajta. 
Alkalmazzuk a rezidüumtételt: 


—[—-t R 
f fűxhdx § / fízdzt fi fűxjdx tk / fíizdz s 
aR y" —[I-F4e y 


- 2mi-Res(zi) 


ra kiszámítjuk R —r" tó és £ — Ű esetén a határértékeket, akkor a bal oldal 
első és harrnadik tagja szolgáltatja a kéresétt integrált: 


Iz 27ri - Resízi) — im [/f082- im / fizdz 
— ET y E— ye 


A y -re vonatkozó integrál a nevező és számláló fokszáma közötti különb- 
ség miatt tart a zérüshoz. 
Feladatunk még a y"-re vonatkozó integrál határértékének kiszámítá- 


sa. Ehhez használjuk fel, hogy az — —1 pont az 





törtnek elsőrendű 
Í Í . 741 
pólusa, és ehhez a ponthoz tartozó reziduuma: 


l ; 
Resíf, — 1) — — — — 
éf. ) 377 rt] 3 
Tehát az / függvény — 1 körüli Laurent-sora csak égy negatív indexű tagot 


tartalmaz, a sor többi része a reguláris rész, tehát 


1 ki j 
fiz) s 3 HD LE 2 jen tl] 


alakú a Laurent-sor, melynek könvergenciatartománya a ű c [zt] c vő3 
körgyűrű, ugyanis z1-nek és z4-nak a (— 1 )-től való távolsága pontosan v3. 
Ezen a körlapon a reguláris rész előállít egy reguláris függvényt, mely 
(—13-ben is reguláris, tehát korlátos. Az z sugarú félkörív hossza E - sz, ez 
viszont §-hoz tart, ha z — Ú, tehát a reguláris rész integrálja §-hoz tart. 


A főrészt viszont integráljuk a félkörívre a szokásos paraméterezéssel. 
" irányítása, mint —1 középpontú félkörív, negatív, ezért; 


Mively 
l 7 I i 
mrnéz-f ——l lg édt az 
[70 A 3(—14e-et 41) 
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l e b. 
mt — — fm — 
3) id zi 


állandó érték (nem függ z-tól). tehát £ — Ü esetén a határértéke is ennyi. 


Hátra van még, hogy kiszámítsuk f reézidüumát a za pontban. Mivel 
za elsőrendű pólus, ezért: 





Il ost —1— 473 
Resizs] — -— - — 3 — 
( 2) 372 1772 3" 6 
Az integrál értéke tehát: 
Ta 2. IZE ge (- si) E 
6 3 3 


Ugyanezzel a logikával számítható ki minden 


s pix) a 
1 (e aerdta€Rne7 
alakú improprius integrál, ahol p tetszőleges legfeljebb (Zn — 13-ed fokú 
polimorm. Ugyanis ekkor a z — —a valós szám az integrandusnak elsőrendű 
pólusa (feltéve, hogy p(—a) z 0). Ekkor a —a pontot vesszük körül egy 
e sugarú negatívan irányított félkörívvel, és az Így adódó zárt F" görbén 
integrálunk. 


o xCOSX 
11. :— ———— dd 
ba ? 


Térjeésszük ki az integrandust a kornplex síkra az alábbi definícióval. 
ze 

Aze 473 
A valós téngélyré vonatkozó leszűkítésének valós része egyénlő az integ- 
randussal. f-nek két elsőrendű pólusa van: Il, 3. Ezek mindketten a valós 
tengelyen vannak. A komplex sik mindén más pontjában f reguláris függ- 
vény. 

Az integrációs utat vegyük fel úgy, hogy az 1 és 3 pontokat körül- 
vesszük egy-egy z£ sugarú félkörívvel (jelölje ezeket rendre yos és vs), ezek- 
hez csatoljuk a valós tengely [—g,1—e], [1 46, 3—e] és [3-4 £, R] inter- 
vallumait R 5 3 esetén, majd a görbét zárttá tesszük a [z] — 8, Imz z 0 
félkörívvel (jelölje ezt vy) (7.19 ábra). 
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7.19 ábra 


Mivel a felső félsikon az f függvény reguláris, a Cauchy-féle alaptétel 
szerint a v görbére vonatkozó integrál zérus: 


1—£ 3—£ 
raz f fiüdzt fiodza (fides 
R $I 


1te Ya 


AR 


-k fízjdz tk / findz 70 
VI 


3-HE 
Vizsgáljuk meg f racionális részét; 
Z 


z— 443 
Mivel ez a tört a 50-ben úgy viselkedik, mint az : függvény, ezért egyen- 


letesen tart 0-hoz. Így a Jordan-lemma szerint: 


Jim fi f(ddz-0 
FI 


A ya félköraz — I elsőrendű pólust kerüli ki. Így a függvény 1 körüli 

Laurént-sorának főrésze egytagú, c-4 - 0, han z— Z, és cu; éppen a 
pontbeli reziduunm: 

ze e 

Resíf, 1) — —— — — 

est 1 2-3 —2 


zz1 
Tehát az f függvény E körüli Laurent-sorának alakja: 
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f(z) - -5 4 9 eníz — LL 


A sor szabályos részének összegfüggvénye reguláris függvény, mely az 
] pont környezetében korlátos. Az integrációs út azonban £ —: Ű esetén 
0-hoz tart, tehát z —- Ü esetén a reguláris rész integrálja eltűnik. 


A főrész integrálásához paraméterezzük a görbét: zéth ml Fe et, 
t E [Ü0, re] 


Ha fizyelembe vesszük, hogy a félkör negatívan van irányítva: 


l s? ei di lelgt 
—— —— s — — — ap -Í —ö — 
[ fízdz h-s "TET ere dt ) idt 2 


Ez az integrál független €-tól, tehát határértéke is ez a komplex szám. 


Azonos logikával adódik a vs görbére vonatkozó integrál határértéke. 
A reguláris rész köll eltűnik, a főrész integrálja pedig: 


f/fodzz - ze B gi 


Ez ismét független €-tól, téhát megegyezik a határértékkel. 


A három egyenes szakaszra vonatkozó integrál összegének határértéke 
£ SG és RG ac esetén éppen a kitűzött integrállal egyenlő. 


A rezidmuirtétel szerint, figyelembe véve a kiszámított határértékeket: 


Boxeő ll; 3 ut . 
————— dx t [7-7 §— e 
(ezrest (z 2" )z 
Átrendezéssel majd a jobb oldal valós részének képzésével megkapjuk a 
keresett integrál értékét: 


/ E ESE kz 2 (sin 1 Fa -sin3) 


annk 4rt3 
12.r:— ! SFÉdx 
Ü XX 


Mivel az intégrandus páros függvény, ezért világos, hogy: 
L f" sinx 
172 J . kő 
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Vizsgáljuk az integrandus helyett az 
ez — cosztkisinz 
fiz) — — - ———— o —— 
z z 
kornplex függvényt. Az f függvény valós tengelyre vonatkozó leszűkíté- 
sének képzétes része az integrandus, 


Az f függvénynek a valós tengely z — 8 pontjában elsőrendű pólusa 
van. Ezért a Ű pontot kikerüljük egy origó közepű, £ sugarú félkörívvel 
(legyen ez Ya), ehhez csatlakozik a valós tengely [(-R, — elj és [E, R] 
intervailuma, ezekhez pedig a szokásos Iz] — R, Imz zZ ü félkörív. Az Így 
adódó zárt [ görbe az integrációs út (7.20 ábra). 


Im 





7.20 ábra 


Mivel az / függvény egyetlen szinguláris nontja az origó, és ez [-n 
kívül csik, ezért a auchy-féle alaptétel szerint: 


mt úr R ei 
f. marf5 —dz th —dxt ef fz0 


A kérdéses integrál az égyénlét átrendezése, valamint R — mg — ( 
határértékképzés után úgy adódik, hogy vesszük az eredmény képzetes 
részét: 


iz íz 
rz5em — hm dr — tm [a 
Rar úű yi Fa £GÜ ya z 


Itt a vyy-re vonatkozó integrál például a Jordan-lérnma szerint a 0-hoz tart, 
ha R GC cs. De ebben az egyszerű ésetben nem kell a lemmára tárnasz- 


kodni. Legyen ugyanis Yi paraméterezése;: z s Re", r € [0, xi. Ekkor 
helyettesítéssel és az Euler-formnula figyelembevételével az alábbi adödik: 
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ÍZ Tt , 
€ ] mait; i j ci 
—dz - fléntl . eife . Re" dt — j pi8 vosi e RSINf 9, 
z Re! 

YI Ü 0 


Ennek az integrandusnak az abszolút értéke eg sint így elég megmutatni, 
hogy ennek az integrálja eltűnik, ha RK — cs. Mivel a sin Tüggyény SZITT- 


rmmétrikus a 2 pontra, elég a lo. Fi -re vonatkozó integrált becsülni. 


. . . 2 
Mivel ezen az intervallumon sin e az ezért 


fr 
S 3 .m.2 - 
frasz f edz 5 (1-€7P), 
a a 2k 


ami valóban §-hoz tart, ha R — o. 


Az c sugarú va köríven az integrált a Laurent-sor felhasználásával 


számítjuk. Az e; függvény Taylor-sorának felhasználásával kapjuk, hogy 
f 0 körüli Laurent-sora: 


elz l 
; 7 píz) 


alakú, ahol eg reguláris függvény. Ezért az origó környezetéberi korlátos. 
Mivel va ivhossza Ú-hoz tart, ezért p integrálja eltűnik. Az : függvényt 


pedig már számos alkalommal integráltuk. Ha figyelembe vesszük a görbe 
irányítását 15, akkor: 


fi LA szo —iJt 
Y2 2 


Helyettesítve a határértékeket: 


[ . AT 5 sinx 
ii — 7 . Im(—(— ir — z" f/ — dx 


ű LL 


13. Számítsa ki az alábbi intégrálokat! 


9 gint x 
an: f §] dx 
a xX 


a , 3 
b) :z / dx 
7) X 


Ezek az integrálok az 12. feladat eredménye alapján kiszámíthatók: 
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a) Integráljunk parciálisan, majd alkalmazzuk ar s 2r, dx — 5 dt 
helyettesítést: 


R . . R , 
sin" X sin" X R sin dx 
7 dx — — [6 I -k ——-dx s 
a x x űj 6 x 
R 
sin" XxX 2A sin iz 
m— - -f§ —— elt 
x Ig Jo ! 


. 7 . 
.. ; 57 x k sinx , Nin . , 
A kiintégrált rész a — sinx - — átalakítás alapján könnyen lát- 


xL Ax 
hatóan a 0-ban eltűnik, és R — ce esetén 15 eltűnik, hiszen egy korlátos és 
egy 0-hoz tartó függvény szorzata. 


Tehát: 


mi. 9 2R . 
SAM X , sinr JT 
5] dx z Mm — itt z — 


bi Ismét integráljunk parciálisan: 


; ; RA , 
R sin ax sin? x 3 Rk sin: X:C085x 
3 dx s — HONG t 7 ——— px 


A kiintegrált rész az a) pontban említett ökök miatt R — 00 esetén eltűnik. 
A második tagot a 


sinínx) : siníkx) z sin É 2 "x) — siné (5-2) 


trigonometrikus azonossággal szárnítjuk: 


3 KR in x cos 3 Rk ánx sin 2x 
— ———  — dx — — —— ly 
2 A. xz 4 Én xt 


(913 
3 RK SIN (e) d 3 T sima, 
0 4 a x2 A fa x2 


Az a) pontból tudjuk, hogy a második tag értéke R — 20 esetén 























EI L 


7 
vara 


első tagot pedig az x — 51. dx — fd helyettesítéssel számoljuk: 
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f[ sin t 24 (ag 
0 di 3 zi tű 2 2 


3 
Behelyettésítve ezeket az integrálokat a fenti egyenlőségbe, ezt kapjuk: 


mm . 4 
Sin x AZT 
————— dx — 
/ x3 16 


7 1 
14. ! :— mege tt. 
/ ÜaSzhá 


Terjesszük ki az integrandust a komplex síkra az 


l l 
12 - ztdtöőztá4 (ztlkXztd4) 


definícióval. A valós tengelven f egybeesik az x me f6xi valós integran- 
dussal. Mivel ez utóbbi nem páros függvény, nem térhetünk át egyszerűen 
a —so-től 09-ig vett integrálra. 

Vizsgáljuk meg az f függvényt regularitás szempontjából. f-nek két 
elsőrendű pólusa van, mindkettő a negatív valós féltengelyen: —1I, —4. A 
telies nemnegatív valós téltengelyen a függvény reguláris. Ha még figye- 
lembe vesszük, hogy a számláló és a nevező fokszáma közötti különbség 
kettő, akkor látjuk, hogy alkalmazható az 


f/ fégjdx - — $" Res(in(—) : (2) 
ű 


formula, ahol az összegzés az f függyény összes szinguláris pontjára ki- 
terjesztendő. Az integrációs útvonal a 7.4.ábrán látható. 


Mivel f-nek két elsőrendű pólusa van, ezekben a reziduum: 











(ln—r — 1) - MD a ÍM] 

Res(In(—z)  f(2, — 1) - 57 vaz gy: 
—. hm(—2 ki e MG 
Res(In(—z) - fríz) —3] sg ále  e 
Tehát az integrál értéke: 
Hi I 
———— — —— — —- 3 

ho zeszeaz engen 
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dx, a E Rt 





7. 1 
15. ! : — 
/ 3 4 ai 


Mivel az integrálban szereplő függvény nem páros, nem következtet- 
hetünk az integrál értékére a teljes valós számegyenesre vonatkozó integrál 
alapján (pedig ez utóbbit egy korábbi példában már kiszámítottuk). 

Ezért az 14. példában követett gordolatmenetet alkalmazzuk. Az im- 
tegrációs utat lásd a 7.4. ábrán. 


Térjesszük ki az mtégrandust a teljes koraphéx síkra, Legyen 
] 
H-t 
Ennek valós tengelyre vonatkozó leszűkítése egyenlő az integrandussal. f 
egy olyan racionális törttüggvény, melynek három elsőrendű pólusa van, 
ezek a [7 a) komplex szám harmadik gyöketi: 
Ea -ji 

zi — —g 2 7-are3 z:a:e 3 
ht oz; a negatív valós tengelyre esik, za és zs pedig konjugált komplex 
számok. A nemnegatív valós féltengelyen tehát f reguláris. Ha még fi- 
gyelembe vesszük, hogy a nevező 3-mal magasabb fokú, mint a számláló, 
akkor ismét alkalmazhatjuk az. 


f/ fíxidx — — a Res(in(—z) : fí)) 
űl 


formulát, ahol a szumma az f tüggvény összes szinguláris pontjára kiter- 
jesztendő. 


Szárítsuk ki a réziduurnokat: 











— 1ní—2) — a:l]na 
Reslízi) 7 732 eg B. 
el? . ád 

R ( j In(—z) e (nari) 
sza) — SEA —— gy 
T. (ina - iz) 

m(—gg) Te 3 
Res(zs) z 32 z KÉNE VE ENNE 


37 
9a 


Összegzés után adódik az eredmény: / ——zdx - 
ü xx ka 
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16. [ "— MESA ZAR 
Ü xX tdáxrt4 


Terjesszük ki az integrandust a komplex sikra! Ebben az esetben azon- 
ban óvatosabban kell eljárnunk, hiszén a ./z kétértékű reláció. 


A kiterjesztést úgy kell elvégezni, hogy a kiterjesztett függvény 
egyértékű" reguláris függvény legyen. Tudjuk, hogy s/z a pozitív valós 
félegyenes mentén bemetszett síkon már ilyen tulajdonságú. Tekintsük a 


Ü z arcz c 27r-vel jellemzett reguláris ágat! 
Az ily módon bemetszett komplex síkon értelmezzük az 


fíz) — MENÉS — vZ ; 

ztázt4 (z4t2 
komplex függvényt. Ennek a z — —2 pont másodrendű pólusa. Az integrá- 
ciós útvonalat úgy válasznjuk meg, hogy az végig a függvény regularitási 
tartormnányában haladjon, tehát ne keresztezze a pozitív valós féltengelyt, 
megkerülje a függvény pólusát, és kikerülje ./z reláció elágazási pontját, 
az — Ü pontot. 





Ilyen görbe például az [z, R] egyenes szakasz, a Iz] — R kötív, az 
IR, €] intérvallum és a Izl — € körív egyesítése abban az értelemben, hogy 
kezdetben a két párhuzamos egyenes szakasz között van egy nagyon kes- 
keny sáv, és az [z, R] intervallumot az egyikkel felülről, a felső félsikból, 
a másikkal pedig az alsó félsikból közelítjük (7.21 ábra. 


Ím 


F1 


Re 


7.21 ábra 


Haz z 2 c K, akkor a görbe valóban megkerüli a pólust. Ebben a 
pontban a reziduum: 
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zé 
Res(4 —2) — lm, (1270) - 777 


Alkalmazva a reziduumtételt: 


E R 
[rozs f rost f rodr f fijdz s 
FI f Y2 £ 


md E 

igya 2 
ahol a vy görbe a [Iz] — R.y2 pedig a Iz[ — £ égyénletű kör, előbbi pozitív, 
utóbbi negatív irányítással. 


zzz iri 


Áz improprius integrál kiszámításához képezni kell az RG mm, €£— 8 
hatványértékeket. 


2 
Az integrandus a se-ben úgy viselkedik, mintaz 3 függvény, tehát 
alkalmas cz konstanssal 


/ fizjdz 
Fi 


I 
Másrészt € — Ü esetén f úgy viselkedik, mint a 22 függvény, tehát alkal- 
mas cs állandóval 


/ fizddz 
Ya 


Tehát a yj-re és v:-re vonatkozó integrálok eltűnnek, ha R — ev, illetve, 
harc ü. 


Nyilvánvaló, hogy ha a felső félsikból közeledünk az [z, Ri interval- 
tumhoz, akkor 


-3 
tcp KR 2 .2nR al ha RG es, 








.1 
sé. -e 2. 27et e 0 harc (0. 








R 0 
lim im / fizjdz — f fixidx — I, 
E ü 


Ra met 


ugyanis ebben az esetben az intergrandus az x me f(x) valós függvényhez 
tart, Ha azonban az alsó félsikból közelítjük az [e, R] intervallurnot, akkor 
v Z-nek köszönhetően 


v/Z - vk 


GED Ka DE 
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hiszen ebben az esetben argz — Dr, tehát arg. /7z C xx, vagyis z négyzet- 
gyöke — változatlan abszolút értékkel — a negativ valós féltengelyen lesz. 
Ezért: 


E E R 
— A dx z 
J Ho: Í egrugyyiái - f fixidx 


Tehát a reziduumtételből adódó egyenlőség második tagja is £-hez tart, 
tehát 





lna 
17. I : meni g[/ 
/ dkg 


Terjesszük ki az integrandust a komplex síkra regulárisan! Most ismét 
óvatosan kell eljárnunk, hiszen tudjuk, hogy Inz egy végtelen sok értékű 
reláció. De az In z relációról tudjuk, hogy például a negatív valós féltengely 
mentén bernetszett komplex síkon reguláris függvény. Legyen in szokás 
szerint a reláció főága, melyre: 

—TE 7 ArCZ EIT 


Ezzel x fr f(x) kiterjesztése: 


in z 
Az integrációs útvonalat úgy kell! kijelülm, hogy az megkerülje a függvény 
z — 0 végtelen rendű elágazási pontját. Továbbá ne keresztezze a bemet- 
szést, és ne haladjon át egyetlen póluson sem, végül tartalmazza a valós 
tengely egy intervallumát. 


Az f függvénynek két elsőrendű pólusa van: zp; — 3, za — —3i. 
Ennek fgyelembevételével a megfelelő görbe az alábbi, a [2] — R.Imzz 0 
félkörív, pozitívan irányítva. Ehhez csatlakozik a [—R, — e) intervallum, 
majd a Iz] — e, Imz — 6 félkörív, és a görbe az [E, R] szakasszal záródik 
(7.22 ábral 

Haz z 3 za R, akkor a zi pólus a görbén belül van, a 22 mindig 
kívül marad rajta. A reziduumtétel alkalmazásához elég a z:-beli reziduum 
kiszámítása: 





.1t 
Inz ) (anyi PÖ tis 
zt. 


Res(, 31) mm ( 6i 6i 
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Tehát: 


0 R 
[roar f rna f node f fízjdz — 2 (m3 4 IS) 
VI -R ya E 3 2 


Az improprius integrál kiszámításához még kell határozm az R — e 
£ — Ú esetben a határértékeket. Egyrészt: 


lnz 
edz 
2 
JA zt4t38 


ha X c cc, ami például a L"Hospital-szabállyal könnyen adódik. 


inf A im 
RI-g 


A 





Kr GŰ, 


a 








Im 








7.22 ábra 
Másrészt pedig 
[ line ti 
BE £ dz sz Ine -r éz] . ET — új, 
niet úg 9 








ha £ — Ő. hasonló módszerrel, A reziduumtétel alkaltrnazásával adódik 
tehát; 


(4 h 
Jim Jim ( fi , fides f/ fddz) - 5. (a3 vi ) 


Ha z a pozitív valós tengely [e, R] intervallamához tart, akkor nyilván 


ln x 
zi — , tehát: 
A) x. 39 
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R 
lim im / fizjdz st 
Kezi Al E 
Ha viszont z a negatív valós tengely [R, — e] intervallumához közelít, 
akkor a nevező páros volta miatt 27 49-x 10 dereRt jelölés 
mellett, ha z — x : ef, akkor Inz — Inx 8 iz, ahol x € [E, R]. 
Tehát: 


— RK fem) . a 
ln .x -k ert l 
í Í me ——— des itiín dx 
dm tm [/ JA )öz Í 239 f/ 719 


IT 
6 . 

Ha ezeket a részeredményeket mind helyettesítjük a fenti egyenlőség- 
be, kapjuk: 


vi Új 
rarain 25 (m3465) 





Utóbbi egy közönséges valós integrál. értéke: 


Ahonnan: 


1— £ .ln3 


5 
A fenti gondolatmenettel a következő általánosabb eredmény is levezethe- 
tő: 


1 
Inx mr 
na m$ ta 2a 
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8. FOURIER-SOR, FOURIER-INTEGRÁL 


8.1 Periodikus függvények Fourier-sora 


Egy adott (27c szerint periodikus) valós, integrálható függvényt 


akarunk közelíteni 9 (ax cos kxc-tbksinkx) alakú trigonometrikus 


kz 
sorral. 


A 27 szerint periodikus f függvény Fourier-együtthatóin az 


Dr 
ág 37 f fix dx (átlagérték, egyszerű közép) 
jú 


Ek 


öl ld If 
27, f(x) cos kxdx bi — z fixisinkxdx 
TE a 7 40 


számokat értjük, s az ezekkel alkotatt 9 (ax coskx to besinkx) 


kzÜ 
függvénysort f Fourier-sorának nevezzük (függetlenül attól, hogy 
ez a sor könvergens-e). 

Belátható, hogy az együtthatók kiszámításakor a [0, 2-r] inter- 
vallum helyett egy tetszőleges [/d, xo t 27], xg ER intervallumra 
18 integrálhatunk. Az integrálást a [—3, sr] intervallumra végezve: 

Ha F páros, akkor f(x) sinkx páratlan, azaz integrálja nulla, te- 
hát b, — Ú; f(x) coskx páros, így kiszámításához elegendő a [0, ar) 
mtervallumra integrálni, s az integrál értéket kettővel szorozni. 

Hasonlóan, ha / páratlan, akkor ffxdcoskx is páratlan, azaz 
ax -— 0; fix) sinkx páros, így b, számításánál elég félperiódusra 
integrálni. 


27 
Ha a függvény periódusa T, akkor az x — — — cwt helyettésí- 
tést alkalmazva az égyütthatókra, a következő formulák adódnak: 
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j] T 
da - 7/ f(indt 


a rT 
dr - 57 fíthyeos etdt 
T Ja 


a FT 
bi s 7/ fitysin cotdt 
TF Jo 


A. Fourier-sorok konvergenciájának vizsgálatával nem foglalko- 
zunk, csak néhány lényeges tételt ernlítünk: 

Mindén szakaszonként differenciálható [0. TI-ben folytonos, 
periodikus függvény előállítható Fourter-sor alakjában. 

Ha a függvény folytonos az xg helyen, és a Fourler-sor konver- 
gens, akkor a sor összege f(xo). 


Ha a függvénynek szakadása van az xg helyen, de létezik külön 
a jobb oldali és a bal oldali (véges) határértéke, akkor a Fourier-sor 
Xxg pontbeli értéke e határértékek átlagával egyenlő. 


Megjegyzés: 

A Fourier-sorfejtést nemcsak periodikus függvényeknél alkal- 
mazzák, hanem egy tetszőleges [0, T1-ben értelmezett függvénynél 
is, feltételezve, hogy a függvényt periodikusan folytatjuk. Alkalma- 
zása igen sokrétű. Fourier a hővezetés vizsgálatakor alkalmazta a 
róla elnevezett módszert, de például elektromos hálózatok vizsgála- 
tánál, parciális differenciálegyenletek megoldásánál ís alkalmazzák. 


Gyakorló feladatok 


Il. Határozza még az 
l, hal dx aa, 
fix) — sgnisin xi — 0, ha xz Ez, 
—], ha-mr-xrzÜü 


függvény Fourler-sorát! 


Mivel a függvény páratlan, sorában csak a szinuszos összetevők for- 
dulnak élő, az z 0, b, kiszámításakor félperiódusra intégrálva; 
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zt mr üi ko 
bzs ng sinkxdx z -5S6] a. we 2, b -1 
77 b 7? k ü IT k 
; 4 / , 1 . I . 
A sor első néhány tagja f(x) — 7 sinx t a 5in3x rk zsin5xt -..). 


A sor értéke az x — 7 : n helyen 0, a függvényértékkel megégyező. A 8.I 
ábrán az első öt tag összege szerepel. 





8.] ábra. A sga(sin x) függvény Fourier-sora első tagjainak összege 


2. Határozza meg a efx) — lax]. —x S x sm, 2 szerint periódikus 
függvény Fourieér-sorát! 


A függvény páros, így sorában csak a köszinuszos tagok szerepelnek, 
azaz b, — 0; ag és a, kiszámításánál itt ís félpertódusra integrálhatunk; 


1 [7 nx 
an-—! xdiz — 
mr fg 2 


2 AT 
ür s 2 f x cos kxdx 
70 








élen: 2 (-IPF - 
Parciálisan integrálva az — . —g— Tehát a függvény Fourier-sora: 
4) z jr 4 (cosx 4 c05 3x 4. cCOSÍAx 4. ) 
játldtnl Ér 9 25 


ör 


Mivel a zárójelben levő sort tmajorálja a y SZT könyvérgéns SZÁM- 
Fr fv 
ni 


sor, Így a Fourier-sor konvergens, 5 minden pontban előállítja a g függ- 
vényt. 


Megjegyzés: 
a) Mivel e(üj — Ü, így a Fourier-sort ís a nulla helyén vizsgálva; 
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krá 4 — mr 
1-7 FGTETJE Azt Vay § 





Mivel: 
— ] — li l mr 
2 a" 2 , (aszt (2n — ani ) Ni 93-B KT 
H H n"—1 
Ebből következően 1 Ma 
nát 


nzli 
b) A feladatban szereplő Fourier-sort tagonként differenciálva az előző 
feladatbeli sort kapjuk, arni nem meglepő, hiszen ha x 7 kir, akkor: 


g(x) — f(x) 
3. Határozza meg az fix) — sin" x és a pír) — cost ax függvények 
Fourier-sorát! 


Mivel f páratlan, sorában csak szinuszos tagok fognak szerepelni. 
Ezek együtthatóinak kiszámításához az integrálás helyett célszerűbb a 
függvényt átalakítani: 


. . , 2 . l -— cosZa 4 
sin x — sinx : ( sin? x) — sinx : (— S) zzz 


z ne — LsinxcosZx kh sinx ] —6054x 
4 2 4 2 
Felhasználva, hogy: 


sine : cas — 7 ( sine tt 8) b siníg — 8) 
Átalakítások ki 
ffx) — — - sinx — e SÍTt Jx — tr. . sin áx 


A függvény  Fourler-sora tehát most csak 3 tagból áll. 
£ sorának előállításakor hasonlóan járunk el. 


( reoszzy Hl La 4 cos2x ] — cos dr ke 
2 0 4 a N 
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i 
— tt c0s2x— — ús dx 
0 § § 
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—t, haz eEJ6, 2[. 
l, har— ő, 2 
Tf — 2 periódusú függvény Fourier-sorát! 


4. Határozza meg az f(ít) — ( 2 


A függvény se nem páros, se nein páratlan, de ha a f tengelyt 1-gyel 
eltoljuk, páratlanná válik. (Ez az eltolás csak ag értékét módosítja.) Mivel 
a függvény páratlanná vált, Így ax — 8. 

a T 2 
b, s — — f f(rjsinkürdt— f/ (2 — ff) smeéztdt, 
TF Ú ü 


AIT 
hol an — —- — ír. 
ahol em 7 IT 


ANN ER sal , 
Parciálisan integrálva; br — Ez" ÍgY fil 2 via - Sim AZTT. 
Mivel a f — Zn pontokban a függvény értéke I, s a jobb oldali is 1-gyel 
egyenlő, így a sor minden pontban előállítja a függvényt. (A 8.2 ábrán az 
első öt tag összege szerepel.) 





8.2 ábra. Az f(t) — 2—t,T — 2 periódusú 
függvény Fourier-sora első tagjainak összege 


1 
5. Határozza meg az f(x) — 2 (05 x tk [cosx]) függvény Fourier- 
sorát! 
MENNNNNT mr 1. án] . 
A függvény a -5 5] intervallurnban cos x-szel, a És a] ITIteT- 
vallumban nullával egyenlő. 


Mivel páros függvény, így sorában csak köszinuszos tagok fognak 
szerepelni, azaz 84 — 0. 
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Félperiódusra integrálva: 


i fő 1 
aza cos xdx sz 7 
Ü 


2 fő 
dr s T cos x cos krdx 
Ü 


k — 1] esetén aj — 5. k s l esetén felhasználva, hogy 
casa coső 5 ( costa tk B) -k cosíat — bh 


; sin(k 4 15 sintk - 1) 


— — [ —  -—. 4 ————-—— — Í, ahonnan 
aka krI k—]1 " 
a z2 a z0 az -2 

tgg dg sg 


A sor első néhány tagja tehát: 


fijdzit losx 2 cos 2x — 2 cos4x tk... 


2 dor 15m 
05 


4 
Ú,3 
ú,2 


ü, 


Ü 2 4 6 is) 10 12 


8.3 ábra. A feladatban szereplő függvény 
Fourier-együtthatóinak burkoló görbéje 
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1, ha ( E j- Lső 2 ! 
6. Határozza meg az fít) — T T 
0, harE [87 7 


T periódusú függvény Fourier-sorál! 


Mivel a függvény páros, sorában csak a köszinuszos összetevők fog- 
nak szeérépelni. 


Ti íg 
: a sir kr — 
7-2 az f cosk eotdt z 250. — gb 
ü krz 
T 


A 8.3 ábra TF — 4, 79 — I esetén mutatja la,] burkoló görbéjét. 


7. Határozza meg az fíf) z ef, 0 z tf cz I, T — 1 periódusú 


függvény Fourier-sorában ap, ar, bi értékét! 


l 
7 Í e7d-1—e! 
ű 


b, 2(1— e") 
az -2f €  cosúsidi — ———— — 
Kétszer parciálisan integrálva, majd rendezve az egyenletet (a számítást 
nem részletezve). 
1—- e") 


i Azt 
—f . 
Hasonlóan bj — 2 f/ e" siniwitdt — 7 
új lt 4zm 


8.2 Periodikus függvények komplex Fourier-sora 


ÁAz előző rész utolsó két feladatánál láttuk, hogy bizonyos függ- 
vények esetében az integrálás bonyolulttá válhat. Ilyen esetekben a 
valós Fourier-sor helyett célszerűbb a komplex Fourlér-sor alkal- 
mazása. 


-- ib 
Legyen cg 5 ag ÉS cz — e hak z Ü. 
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Mivel a komplex Fourtier-sorban k negatív értékei is szerepel- 
nek, állapodjunk meg abban, hogy a., — ax és b. , s —bk. 


A függvény komplex Fourier-sora alatt az 


eaz 


fe)z 9 exe 


sort értjük. 
Egyszerűbb átalakításokkal belátható, hogy ez az összeg az előző 
részben szereplő [one sonral megegyező. 


e 


) cret - § ezet 3 eke eg 


k—— am ks—e 


Az első tagban k helyett (—k)-t helyettesítve: 


co t B (c-keT ő tk exe] sz 


ún z b 
z égpt 2, (E teos er — 1 sinkx)-k 


4 k E (coskx - isinkx)) zzz 





— ag a (ax coskx tb sin kx) 
kz] 
Ha cz adott, akkor ebből az — 2Re(c,), by — —2Imíc,). 
szokás az lexj-t a k-adik összetevő amplitúdójának, arcí(c,)-t a 
k-adik összetevő fázisának nevezni. 
cx kiszámításához a 2.3 feladatait alkalmazzuk. Legyen; 


[EF] 
fa) 9) exet 
ksm 
Feltételezve, hogy a sor konvergens, szorozzuk az egyenlőség 


mindkét oldalát ev""-szel, s integráljuk (a jobb oldalit tazonkénb) 
a [0 27] intervallumon: 
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[ fe "dx - f exe ve "dx 


kz—m 


Figyelembe véve, hogy az integrál £ £ n esetén nulla, X — n esetén 
Í . 
Cn" 2, Így Ch : / fixje "dx. 


Természetesen, ha a periódus nem 2, hanem TF, akkor: 


1 [Tf . 277 
- — tet dr, ahol ín — —. 
7 /, fítje , ahol T 


Az előző részben láttuk, hogy páros függvény sorában csak a koöszi- 
nuszos, páratlan függvény sorában csak a szinuszos tagok szerepel- 
nek. Komplex Fourier-sornál ennek a megfelelője: páros függvény 
esetén valós, páratlannál képzetes számok lesznek az együtthatók. 
(De félperiódusra integrálva páros függvény esetén általában nem 
lesznek valósak.) 


Gyakorló feladatok 


L. Határozza meg az 
2, haxeJ]ü, zt. 
fíx)-— sgnésinxi tl: £ Il, hax— Ax, 
Ü, ha x € Ig, zxl 
T — 2 periódusú függyény FHourier-sorát! 


-2[/ fűre vikxg — xzzzf 2.e "ix 
ü 


—ikx ; — 
eg al. n-l hak e 0. 
ak mr 


—- em k — 
Ebből dx 2Re( cx) zű, br z 21mf cx) e 2 : A. 


Co értékét külön kell számítanunk, ag — 5 — 1. 


A függvény az előző rész első feladata volt (1-gyeél eltolva), az ered- 
mény természetesen az előzővel megegyező. 


áll 


2. Határozza meg az fíi) — eü cz ft cz I, T — L periódusú 
függvény Fourter-sorát! 


T 
e f dr, ahol —m — — 3. 
Tf fe ol w - 


Cr E 
1 I I i 
4 — / ertett z f e fltiken 
Ld) b 
- ; I - ag 
úi (ertik) 0 ehez el 7 eti 
I -- ikes Möl b 4 ik2ar —  ] 4ikím 


Ahhoz, hogy az és b, értékét megkapjuk, meg kell határoznunk c, valós 
És képzetes részét, Ha k — 0, akkor cg sag —-1—e ik z 0 esetén: 
. Al — e - ik2m (ll — e) 
l 4 4mik? 
— e 4zk(t— e!) 
Tr 4 drrékó l 4 4gtki 
(k — l esetén az előző rész 7. feladatának eredményét kapjuk.) 


A Fourier-sor az x — n, n E 2 pontok kivételével előállítja a függ- 
vényt. Ezekben a pontokban a filggvény jobb és bal oldali határértékének 
állagát adja a sor összege. 


Azaz ax — 2Refc) s 2- by z —2Im(cr) s 


3. Határozza meg az fíxi 5 (sinx - sin x]) Fourier sorát! 


1 
2 
:. sinx, ha x E [Ü, -]. 
A függvény: f(x) — 
egvény: f(x) ( 0, hax E [r, 2x], 
A Főurier-sor együtthatói: ag — cg — ME sin xdx s [. 
ey . ín — (0 — 377 j I si 
cx kiszámításához érdemes sin x exponenciális alakját használni. Mivel: 
LAS — 
smxr s ———e , tehát Így: 


— a TX 
ez f ézet E TE egz - 
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ixf1—ky e PATKA — 
- aze Jász 


I - k e RÜtA 


gi [ (hak z 1] 


XI — k) kt (1-4) [/ 

A határokat helyettesítve (felhasználva, hogy évf — —1): 
e. (— aj) — 1 §i (—njét! — 
Et 4mtk-[) 4x(k4 1) 7 

Mivel c, valós Így bh —Ü (kél 


Ak — 1 esetet külön kell vizsgálnunk. Ekkor az integrálandó kifejezés 
első tagja Il, azaz: 


—2ix 17 
z — ] — jdx zz ——— 
"1 af ( izt 


Ebből láthatóan az — 0, by — —2Imfci) — 7. 


ha kzl. 


A függvény Fourier-sorában tehát csupán egyetlen szinuszos tag szerepel. 


4. Határozza meg az ffi) — ell -i srsiT-2 periódusú 
függvény Fourier-sorát! 


2 § 
a-w- ff e"dzh-e 
4) 


cx kiszámításánál figyelembe vehetjük, hogy a függvény páros, azaz c4-nak 
valós számnak kell lennie. Az integrálást végezhetjük félperiódusra, de cr- 
nak csak a valós részét vesszük figyelembe. 


j; . 
c 52-Re (/ réma) ahol w — - z 
Ü 


A 2. feladathoz hasonlóan (nem részletezve a számítást): 
—1 — d — Lo regk 
l-t iker l 4 égő 


d, énnék kétszerese, b, értéke nullával égyénlő. (Ha a teljes intervallurnrá 
integrálunk, akkor cz képzetes része valóban 0 lesz.) 
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4, ha: e€ JO, I[, 


0, haz €JI, 4l, T zs 4 periódusú 


5. Határozza meg az f(f) — ( 


függvény Fourier-sorát! 


Mivel a függvény se nem páros, se nem páratlan, így (valós) Fourier- 
sorában szinuszos és koszinuszos tagok egyaránt szerepelni fognak. 


Az átlagérték cg — I. 











Crx — E [[/jocteran ahol w z áz sali 
erika coskz - ismkő -— 1 
a 7 [Sz] re 
sinkz coskZ m ] 
2. —— ti.2.—£ 
sinkÉ jeséóst 
Tehát: ax — 4: rea bh 4. Fe jé. 


A k-adik összetevő (komplex) amplitúdója: 


2 

§ sin k5 4 (cos45 te 1) 2 1 — cos kő ) 
lex] ajó Clear agezsááttál s ÚS same "adási 
(cg — 1) 


Az amplitúdókat egy vonalas spektrumrmal szemléltethetjük, amely arra 
utal, hogy a függvény frekvenciafelbontásában csak az wg — szüli alapfrek- 


fúj 
vencia többszörösei szerepelnek. 


Megjegyzés: 
Valós Fourier-soroknál is szokásos a d F k SIN (kot Pr) sor felírása. 
kzú 
Itt F, a k-adik összetevő (valós) amplitúdója, w; a fázisa. Az előzővel 
összehasonlítva látható, hogy F, — 2lex] — af tb. 


A 3.4 ábrán a valós amplitúdóspektrumot és annak burkolóját ábrázol- 
tuk. A komplex spektrurn esetén az egyes vonalak fele akkora magasságú- 
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ak, de ebben az esetben a negatív k értékek is szerepelnek a felbontásban. 
Figyeljük meg, hogy a burkoló görbe közel azonos a 8.3 ábrán szereplő 
görbéhez, bár a két Fourier-sor különböző. Mindkét feladat egy négyszög- 
jel sorbafejtése volt. Mindkét függvény esetén a függvényérték a perió- 
dusidő negyedrészében volt zérustól különböző. Az együtthatók abszolút 
értékét elsősorban ez határozza meg. Az, hogy a függvényt eltoltuk, csak 
a fázisok értékét változtatta meg. 


Ü,5 
04 
0,3 
0,2 


0,! 


Ü 2 4 6 8 10 12 k 


8.4 ábra. A Fourier-sor együtthatóinak abszolút értéke és a burkoló görbe 


8.3 Fourier-transzformált 


Ha az f függvény nem periodikus függvény, akkor a függvény 
Fourler-sora helyett annak Fourier-transzformáltját vehetjük, ha a 
függvény bizonyos feltételeknek megfelel. 


Az f függvény Fourier-transzformáltja az az F függvény, me- 
lyet az 


F(w) — fi fídje "dt, ahol ER 


integrál határoz meg minden olyan w értékre, melyre az integrál 
létezik. Az integrál létezéséhez bizonyos kikötéseket kell tennünk 
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az f függvényre: f-nek abszolút integrálhatónak kell lennie, vagyis 
az 


/ LED ]dt 


legyen véges, továbbá az f függvénynek csak véges sok szakadási 
helye, maximum-, illetve minimumhelye lehet. 


ezi 


Az inverz transzformáció f(f) — 57 Free" dt, 


Á Fourter-transzformáció definícióját a következő gondolatme- 
net indokolja. Alakítsuk át a komplex Fourier-együtthatókra, illet- 
ve a komplex spektrumra vonatkozó taz előző részben megismert) 
összefüggéseket. 

Vezessük be a következő jelöléseket: 


2 
40 — 7 (u zo Kk(ug Zo — (kt lkog — Kkéüg — úg 


ÉRI 


Ezekkel f(i) 9 exet z szó . e Ap, és mivel; 


L : tára ő l jj EÜ : 
C€4 7 7/ fire dt sz 7/ fihe "dt, ezért: 
FT a T -T 


T 
ék 1 ti — ir 
A ra ) 700 dt 


Á nem periodikus f(t) függvényt egy pertodikus függvényből szár- 
maztatjuk ? — ss határátmenettel, E határátmenetnél Ay — Ű, így 
a vonalas spektrum folytonossá válik, de cz — 0. Ezért szerepeltet- 


tük a Aze értéket, amely általában már nullától killönböző. 


ps helyett círw) jelölést bevezetve, figyelembe véve, hogy 


era 


TAw — 27, cí) — vk / fede "dt, f() — fi eleje?! do. 


—— 5 
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A Fourier-transzformált definíciójaként felírt Fi) — 2rcfew), 
AZAZ: 


F(íuw — f fede "dt fh sz fi Free"! da 
(Egyes szerzők a cíw) alakot nevezik fít) Fourier-transzformált- 


] 
lának, illetve mindkét képlethen az — —- tényezőt szerepeltetik, 
] P V/V y pé 


mely formulák a transzformációk szimmetriáját hangsúlyozzák.) Ez 
a gondolatmenet természetesen nem bizonyítja a visszatranszfor- 
málásra vonatkozó összefüggést, csak a Fourier-sor és a Fourier- 
transzformált közötti összefüggésre utal. 

Az F(w) Afw) b rBíw) alakban írható. Ha f(t) páros, akkor 
Bíco) zérussal egyenlő, ha páratlan, akkor Aígw) — 0. Ilyen esetek- 
ben (de nemcsak ekkor) alkalmazhatjuk a Fourier-féle köszinusz-, 
illetve szinusz-transzforrnáltat. Jelölésük F., iletve F,. E transzfor- 
máltak az 


FA - 2 f f(th cos cotdt, illetve az 
Új 


Fan) sz f f(D sin widt képletekkel számolhatók. 
0 


Ebben az esetben a visszatranszformálás az 


j] tn 
fit) — zf Foo) cos tutdín, illetve az 
Ü 


l ÜK 
fit — 2, F.(Gysinarndo képletekkel számolható, 
Ü 
E transzformációk esetében ís szokásos mindkét képletben a 


2 a a 1 
4/— tényező alkalmazása, mely esetben az oda- és a visszatransz- 
7 


formálás szimmetrikus képlettel történik. Az állandók megválasz- 
tásának módja a transzformációk lényeges részét nem változtat- 
ja meg. Ez a szimmetria azt jelenti, hogy ekkor a szimilsz- és a 
koszmusz-transzformációk esetén, ha f(t) transzformáltja F(w), ak- 
kor F(i) transzformáltja fi). 
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Gyakorló feladatok 

1. Határozza meg az f(r) — erti függvény Fourier-transzformáltját! 

Mivel a függvény páros, így a kiszámítást a koöszinusz-transzformálttal 
végezhetjük: Fry — 2 § e" coseotdt. 


Ő 
A. határozatlan integrál: 


Íí 





e! cos irtdt — : (ne sine — e cos 0 ) 
l-t 
Mivel ennek végtelenbén zérus a határértéke, így 


Z —ezie] k 
z ————, ij) -e ,. (t ER 
F() Tai Fattd 





esetén a transzformált Fé) — (8.5 ábrak 


at 4 et 


-I0 -8 -6 -4 2 0ú0 2? 4 6 0 § TO 
8.5 ábra. Az e ÍS" Fourier-transzformáltja a — 1, illetve a — 3 esetén 


[ea 


Természétésén a transzformált az Fjiwi — Í e eldeetgy kép- 


—— KA 


lettel 15 számolható. 
Ekkor a [ér] miatt az integrált két részre kell bontani — co től 0-ig, illetve 
0-tól 06-ig kell integrálnunk. 


b a 
Fi (ar) — ! ezt . e 9? fi e , e — 
Ü 


— uj 


a 8 ma a 
— an Hh 
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§i etei ú a, etatin 1" 
.]la-iw[ —ía b da [9 
l I 2 


sz 4 —  — — . 
0—in adtin alá 
A telírt improprius integrál csak akkor konvergens, ha Ilmíwoj] c Re(a). 
Végezzük el a visszatranszformálást is! 
1 ff" ga 
Ha t 5 0, akkor fit) — — —— 
r 4) zzz 
Az integrált a reziduumtétet alapján fogjuk kiszámítani. 





ii 
e din. 


Hogy zárt görbét kapjunk, és az integrál könvergens legyen, a felső 
félsíkon haladó kontúrral (félkörrel) zárjuk le a görbét. 


Erre a félkörre a függvény integrálja nulla, Így: 





par 
2 3 2 I 
ex mi ed z hb —— e tdez 
. det 
s 3riRes ( ; set ia) 
at ret 


(Az integrálandó függvénynek az adott tartományban csak az (ria) helyen 
van szingularitása, itt egyszerés pólushelye van). 


A reziduum értékét meghatározva az intégrál értéke: 

3n e" azaz fifj ze" hatos 0. 

: : Ú esetén az integráláskor az alsó félsíkon zárunk. 

Ekkor az egyetlen pólushely a (—íg) lész, 5 az előzőhöz hasonlóan 
fin. me" harc 0. 
Megjegyzés: 

Láttuk, hogy a Fourier-féle köszinusz-transzformáció és inverze telje- 
sen hasonló képlettel számolható. 


; 2 
Tehát a ett) — TET függvény esetén a transzformált 


G(íwy z cet, ahol c — e 


2, Határozza meg az f(r) — esd cost, a ERT, A ER függvény 
Fourtér-transzformáltját! 
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Ahhoz, hogy az előző feladat eredményét felhasználhassuk, alakítsuk 
előt 4 eft 
át a függvényt. fit) s ereli 7 


Ha t 2 (0, akkor fir) 5 z , (e7herib 4 e tetbN , 


Mivel a Fourier-transzformáltat egy integrállal értelmeztük, így hneáris 
transzformáció, vagyis a transzformálást tagonként végezhetjük. Az előző 
feladatban Fj(u)-ra bemutatott módon: 


l l l 
Fu) 2. CGAZET Hi ETET) § 
— ! — NNNNA 
"— atín-8b ad iurh 
Az eredményt az előző feladattal összehasonlítva látszik, hogy az első 
tagban és helyett ív — A, a másodikban íz - § szerepel. 
Ebből következően a transzformált; 


ét er 
Mas ga kt (nm 48) Ta Fk (u a By 

A kapott függvényt ő — 2, a s 2 és § — 2, a — 3 esetben ábrázoltuk 
(8.6 ábra). Az első esetben a görbének két maximumhelye van, a második 
esetben , szétfolyik". 





—]5 —10 —5 Ú 5 lő 15 
8.6 ábra. A 2. feladatban szereplő függvény 
Fourler-transzforrmáltja különböző a és b értékek esetén 


Megjegyzés: 


A feladattal azonos módon határozható meg az filti — ege . sin Bt 
függvény Fourier-transzforrnáltja. 
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ML 
3. Határozza meg az f(f) 5 ( ! TT? haz€]- TT Tt, 


Ü, ha t E ] TT T, föl 
függvény Fourier-transzformáltját! 


Mivel f páros, az első feladatban látott Fouriér-féle koszinusz-transz- 


Tr 
formálttal számolhatunk: F(w) — F.(wy — 2 fi ú h- 5) cos totdt. Par- 
Ü 


Z(l — cosef) 


ciálisan integrálva: Fímj — . A függvény av — 0 esetén 


T-hez tart, zérushelyei kZZ-né ik € 2) vannak (8.7 ábra]. 
14 





-I5 —-I2 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 
8.7 ábra. A 3. feladatbeli függvény Fourier-transzformáltja (Tf — l-re) 


4. Határozza meg az f(f) függvényt, ha Fourier-tiranszformáltja: 
l 
——— , ha e E [dr wo], 
Fel) — 15 7 (úg 1 092] 
ú, had 6 [d év2 4. 


Az előzőekben láttuk, hogy az inverz transzformáció: 


a Fi 
fit s 1 §/ FelnYcos wide 7 — E [/ CO cufdén, AZAZ 
T fg mt (a92 — 601 ) Jay 
1 l SIN éa! — SIM éb if 
fo 1. —— . (feat sinen 
"TT fa — HD] I 
V (d kar ht : (ur — tp )r 
- ——————  — : cas ——— — - - sin ——-  ——— 
nt( ar — wwy ) 2 2 
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Az fít) függvényt párosnak feltételezve mutatja a 8.8 ábra. 
úg — 4. 60; — 5 esetben ábrázoltuk a függvény burkoló görbétt 185. 





8.8 ábra. A 4. feladatban szereplő f(7) függvény és annak 
burkolói (a feladatban szereplő állandók értéke 4, illetve 5) 


I, harE€]—l1,I[. 


5. Határozza meg az f(f) — (o har£]-1.1lI[ 


függvény Fourler-transzformáltját! 
A függyény páros, így: 


l j 
Fíw) z F.(wz2 / I . coseutdt CAgeret 
ü 





Az inverz transzformáció elvégzéséhez célszerű sind átalakítása: 
Hé gi 
21 
itat] p Títe ítnth —t) 
du — — 
Let ENNE" 


sing 








l 

ff) — — 

Így f(1) — — ha 

Mivel az integrálási út az origát nem tartalmazhatja, Így a valós tengellyel 

párhuzamos, az ín — í ponton átmenő egyenesen haladva végezzük el az 
integrálást. 


Ezt az egyenest (azért, hogy az immproprius integrálok konvergensek 
legyenek) at c —1 ésétbén a felső félsíkon zárjuk le. Mivel az intégrálan- 
dó függvényeéknek egyedül az ev — 0 hely a pólushelye, s ezt a zárt görbe 
nem tartalmazza, így erre az integrál értéke zérus. 
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Ha [r] c I. akkor az első integrált az alsó, a másodikat a felső félsíkon 
zárjuk. Az első integrál tartalmazza az origót, így értéke a függvény Ú 
helyhez tartozó reziduumának 25ri-szereése lesz, azaz 1. 


t 7 1 esetben mindkét integrálnál alul zárjuk a görbét. Ekkor mind- 
kettő tartalmazza a pőlushelyet, de a reziduumok kiejtik egymást. 


Így az inverz transzformáció valóban visszaadja az eredeti függvényt. 


6. Határozza meg az ffi) — re7 ii függvény Fourter-transzforrnáltját! 


Az I. feladathoz hasonlóan az integrált most is két részre bontjuk: 


ú) Ér 
Fiú) — f e et dr f ete d — 
ma. ÍÓ3 ü 


- / rztoge a f te Mg, 
— egy ű 


A második tag: 


a Ci je Kt Hi I ké [4 
ee kg - [E——— I 4 ; et gy 


Mivél énnek az első tagja mindkét határon zérushoz tart, Így az integrál: 
l 


(14 dee 





Az első integrál hasonlóan számítható. Így: 


NN TNNKNNNS KEN dési 
(lkipy 4 -igy (142) 
(f(t) páratlan függvény volt, így Fico) tisztán képzétés.) 


Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a feladatot a Fourier-féle szinusz- 
transzformiálttal oldjuk meg. 


Fíw) — 


A visszatranszformálást az első feladathoz hasonlóan végezhetjük el. 
t z ü esetén az alsó félsíkon zárjuk az integrálási görbét. Ekkor a függ- 
vény egyetlen szinguláris pontja a tartornányban az ív — —i pont, amely 
másodrendű pólus. Ebben az esetben a reziduum kiszámítása a 

ResFíw sz [eu 4 ij. Fi) 
képlet alapján történik, és az integrál értéke: 

fit) z 2ZziResFinzie  — (harz0 
t 5 Ü esetén az integrálási görbét a felső félsíkon zárjuk. 


ék mz maf 
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A. Fourier-transzformáltak néhány lényeges tulajdonságát errdítjük 
meg, melyek a feladatmegoldások során sök esétbén könnyítik a számítást. 


Az előzőekben már ernlítettük, hogy a Fourier-iranszformáció lineáris 
transzformáció, azaz ha fj és fo transzformáltja létezik, akkor tetszőleges 
a, b komplex állandók esetén létezik af(t)-t bf(i) transzformáltja is, és 
ez aFy (a) t bFota-val egyenlő. 


Jelöljük f Fourier-transzformáltját F ( F())-vel. Ha f deriválható, és 
létezik a Fourier-transzformáltja, akkor F(f()) - —ioFt fen). 
Hasonlóan, ha tfíf) transzformáltja létezik, akkor: 


F(rfő) - -i2 Fife) 


Ha a függvényt r-val eltoljuk, akkor, ha f transzformáltja létezik, az eltölt 
függvény transzformáltját az alábbi képletek alapján határozhatjuk meg: 


F(f(ír—ig)) — ee FID] és 


F(estf(ry) z Fifíe ta), ahol Fíw) — F(f(h)). 
A konvolúciátétel: 
F(AD) FÉR) — F(A(D sr An), ahol 


Ál: bin - f f(r) folt — tadr - f Ált r)felridr 


(feltéve, hogy léteznek a transzformáltak ). 


a. 1 f/— a 
Parseval-tétel; 37 ! , [Ader ( (tr) )da ha ! ; fil Arhdt 
Ez az összefüggés fj — fo esetén: 


f iofaz z / [Fred] de 


Ez utóbbi összefüggéssel kapcsolatban említjük meg, hogy ha fit egy 
tetszőleges elektromos jel feszültség-, illetve árarn-idő-függvénye, akkor 


[/7(DJT e jel teljesítményével arányos. 


, 2 
E, teljesítmény frekvencia szerinti eloszlását adja meg F (o) . 


Hasonló összefüggések érvényesek a Fourier-féle szinusz-, illetve 
köszinusz-transzformáltakra is. 


Ezek közül néhány: 


3274 


2 (Fefe 4 009) 4 Fe (co — 0) 
E, (fe) sin wor) — 2 (Fs (wo 0) — Fs(w — wa)) 


F.(FD) — —0 Fefe) 


Fe(F()cos gt) — 


7. Az előző összefüggések alapján határozza meg az fit — teh 
transzformáltját! 


2 
[ KETTÉ 


; . . d ; 
Mivel az előzőek szerint: F(rf()) - -i—F(f0). tehát: 


ren a il) - Tea 


ami a 6. feladat eredményével megegyező. A feladat eredményéből: 


É 


F(2eiM) a —i (e) a, 47 1297 


üaagy)  (tag2y 


Az első feladatban láttuk, hogy F(e" I 1) z 





8. Határozza meg az fj(ti — ezel! -cosát, a ER", 8 ER függvény 
Fourtér-transzformáltját az előző összefüggések alkalmazásával! 


Mivel a függvény páros, Így Fíwi — Fofw). Láttuk, hogy: 
Free — za 


at het 





és 


F. (0) : cos ár) zz 5 (Fele tt BYE Fela — 8 Így: 


éz et 
f1(w) s a 3 (wrHY ta 4 (a — BY 


1, haz €z JÓ, 2[, 


9. Határozza meg az filr) — th ha : £ 10, 21 


függyény Fourier-iransztormáltját! 
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l, halt] z 1, 


függyvé : 
0, halt 51 ggyény esetén 


Láttuk, hogy az fíth — : 


SI € 





Fígy) z 2— és F(f(r—to)) — eme .F(fe) 


Sir 4 


ÉL 


Ebből következően F( (1) - 2e7 . 


, hali] 1, 


a mir 


Cös 
10. Határozza meg az fir) — j 
, halí[ 51 
függvény Fourler-iranszformáltját! 


Láttuk, hogy F.( f(r) - cosagt) — 2 (Fela t wa) t Fel — wg)) . 


Esetünkben / az előző feladatbeli függvény, wmn 5. igy: 


. s . JT 
sin (o Fk 5) sin ( — 5) 
Fe) egét gy 
ég 7] ÉL — pi 
A feladatok megoldása során láttuk, hogy a Fourier-transzformált létezé- 


séhez az f függvényre elég erős megszorításokat kell tennünk. 


Ha a függvény végtelenben nem tart nullához, nem létezik a transz- 
formált. Ezeken a nehézségeken segit a Laplace-transzformáctó, mely lé- 
nyegesen kevesebbet kövétel a transzformálandó függvénytől. 


8.4 Mintavett függvények spektrálfelbontása 


Az előző részekben folytonos (illetve majdnérn minden pont- 
ban folytonos) függvényekkel foglalkoztunk. 

Á digitális technika fejlődésével egyre gyakoribb, hogy az f(t), 
: € R függvény helyett csak az fíkt,), k E N, to pozitív valós ál- 
landó függvényértékek adottak. Tehát a függvénynek csak bizonyos 
pontjaiban ismert az értéke. Az f(t) függvény értékeit tehát csak 
bizonyos pontokban — az úgynevezett mintavételi pontokban — 1s5- 
merjük. Ilyenkor mintavett függvényről, mintavett jelről beszélünk. 
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Ezek a mintavételi pontok egyenlő távolságra vannak egymástáól, 
azaz a megfigyelési időtartamot egyenlő — ekvidisztáns — részekre 
bontjuk, s az € pontokban felvett függvényértékekkel jellernezzük 
a függvényt. 

Ezen az fíikio) — fit) sorozaton a Fourier-sorok mintájára 
értelmezhető egy spektrálfelbontás. 


Legyen az intervallum, ahol a felbontást végezzük, a (0, 251. 
Ezt az intervallumot a -k 1 egyenlő részre bontjuk. Az osztópontok: 
2rek 
nari 
(A t — 27 hely már nincs az osztópontok között.) 





Ír - kzÜ...mH. 


Az f(t4) sorozat természetesen csak az osztópontokban adja meg 

a függvény értékét. A folytonos függvények komplex Fourier- 

sorának mintájára szeretnénk olyan c; (7 — 0)... 7) együtthatókat 
Fi 


találni, amelyekkel az (2) — ) exe? függvény az osztópontok- 
k-ű 

ban előállítja az f(t) függvényt, azaz teljesüljön k minden értékére 

(k —0,... nm az feltek) — f(i) egyenlőség. 

AZzn- l] ismeretlen c; égyüttható kiszárnításához m -k I lineá- 
ris egyenlettel! rendelkezünk, ezekből az együtthatók kiszámíthatók. 
Az osztópontok speciális felvétele azonban egy egyszerűbb eljárást 
tesz lehetővé. 

A komplex Fourier-együtthatók meghatározásánál a sorfejtés- 
ben szereplő függvények ortogonalitását használtuk fel. Most ha- 
sonlóképpen járunk el. 


k 
i Hl 


Mivel wi ír - 1)-edik egységgyők, tehát w?t! — I, és termé- 
szetesen a wit! — 1] egyenlőség is teljesül. Ebből következően: 


- k—k 7 m-j s Ú, hamm z  T, 

pwmj s 37 (w ) — lr-4l, ham-;. 
kzű kzÚ 

Mivel m 5 7 esetben az összeg egy mértani sorozat összege, mely- 

nek hányadosa g — w" ?, ezértg"t"—1 — Ű, hiszen g egységgyők. 


an I 
Legyen wy — estT, Ekkor ex — w 
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Ha m — ij, akkor a sorozat minden tagja 1-gyel egyenlő, így az 
összeg ebben az esetben n - I. 


Az együtthatók meghatározása tehát a következőképpen tör- 
ténik. Ha az f,(t.) felírásában szereplő összeget e7"7"k-val SzO- 
rozzuk, akkor az ortogonalitás rmiatt csak ca marad meg, s ennek 
együtthatója a -k I lesz. Tehát az együtthatók: 


1 ú li ; é Önk 
üres tő FA válereráő TON 





H 
És ezékkel az együtthatókkal f (xx) Dent, 
mzÜ 

A fenti összefüggések adják meg a mintavett függvény Fourter- 
transzformáltját, illetve az inverz transzformációt. Az [IC] érté- 
kek adják a függvény spektrumát. A Fourier-analízis során tehát 
az f(tx) értékekből határozzuk meg a c; együtthatókat, az inverz 
transzformáció során a c; együtthatókból készített f,(7)-vel közelít- 
jük az eredeti függvényt. 

A c; együtthatók meghatározása igen számolásígényes, a szük- 
séges műveletek száma r!-tel arányos. Ha az osztápontok szára 
n§ 1-2" (ahol m € Nf), akkor az osztópontokat páros, illetve 
páratlan indexű tagokra bonthatjuk (a lépésközt kétszeresére növel- 
jük), s külön-külön számítjuk ki az összegeket. Ezzel a műveletek 
szára felére csökken. Ezt a kétfelé bontást tovább folytathatjuk, 
hiszen mindkét csoportban ismét páros számú tag szerepel. Ezzel 
a módszerrel a számítás gyorsítható. Ezt a módszert nevezik gyors 
Fourter-transzfortnációnak (FFT) Az eljárás általában a számítágé- 
pes matematikai programokban megtalálható. 


Megemlítjük, hogy az előzőekben szereplő 0-től m-ig való 
H 


HI] 
összegzés helyett szokás a — 3 [től e] -ig való összeg- 
zést alkalmazni; h5] az d egész részét jelöli. Ekkor a Fourer- 


felbontásban szereplő maximális , frekvencia" a mintavételi frek- 
vencia fele. Az eljárást igen sokféle módon alkalmazzák. Az alkal- 
mazások közül csak kettőt említünk. 
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Ádottak atz — K- — (k —- Ú,... n) pontokban egy fíft 
függvény értékei (maga a függvény nem ismert). Az osztápontok 
közötti pontokban kell közelíteni a függvény értékeit (interpoláció). 
Az előzőekben megismert módon meghatározzuk a c; egyiüttha- 
tókat, s 7,(1)-vel közelítjük a függvényt. Ez a közelítő függvény 
az alappontokban az f(tr) értékeket adja. Szokás a spektrumból k 
nagyobb értékeinek megfelelő tagokat elhagyni, ezzel simítani az 
interpolációs függvényt. Ekkor a kapott interpolációs függvény már 
nem halad át az alappontokon, de elég közel halad azokhoz. 


A másik alkalmazásként egy szűrési feladatot említünk: a pír) 
periodikus jelre (függvényre) egy additív zít) zaj rakódik. Szá- 
munkra csak a pit) -k zír) összegfüggvény ismert. Ebből kel! lehe- 
tőleg pontosan a pír) függvényt meghatároznunk, Az összeg spekt- 
rálfelbontását meghatározva, ebből a kis abszolút értékű tagokat 
elhagyva, a maradékot visszatranszformáljuk. Az eredeti és a szűrt 
jel igen jól közelíti egymást. (áz ábrán n- 1 — 256.) 


TE MERRY 


— en —nar 1 rr— ——r 
mel mm TETT" MITET HETET 


— La. 


$.da ábra. Az additív zajjal kevert jel 
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8.3b ábra. A zajos jel spektrumából a szaggatott vonallal jelzett 
szint alatti összetevőket elhagyjuk a visszatranszformálás során 





8.gc ábra. Az eredeti és a Fourier-analízissel szűrt jel 
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9. LAPLACE-TRANSZFORMÁCIÓ 


Legyen r egy valós változó, és f ennek valamely valós vagy 
komplex értékű függvénye. A vizsgálatainkban megelégszünk a 
gyakorlati alkalmazások szempontjából teljesen elegendő olyan 
f függvények vizsgálatával, melyek értelmezési tartornánya adott 
th € R esetén at 2 f félegyenes. Mivel a ? változó általában az 
időt jelenti, ez gyakorlatilag annyit jelent, hogy egy fizikai, illetve 
műszaki problémát írunk le az f időfüggvény segítségével, amely 
egy a 4 Időpontban kezdődő folyamatot, változást jellemez. Ezért 
nem jelenti majd az általánosság csorbítását, ha a ig kezdő időpon- 
tot 0-nak tekintjük, hiszen az időmérés kezdetétől a leírás lényege 
független. 


A Laplace-transzformáció az f valós változójú — valós vagy 
komplex értékű - függvényhez az alábbi F komplex változós függ- 


vényt rendeli: F(s) : — fide "dr, s E €, illetve az említettek 
ig 
miatt, ha az általánosság ezzel nem korlátozódik, egyszerűbben: 


Fo:- f f(rje "dt 
ü 


Az ily módon előállított komplex s változótól függő s me F(s) 
függvényt nevezzük a ( me fít) valós változós függvény Laplace- 
transzformáltjának. Szokás az f függvényt eredeti függvénynek 
vagy geénerátorfüggvénynek nevezni. Jelölése szimbolikusan az 
alábbi: L[7] — F. Annak feltétele, hogy valamely f függvénynek 
létezzen Laplace-transzformáltja, nyilván az, hogy az s komplex 
paramétertől függő irnproprius immtegrál konvergens legyen. Ennek 
viszonylag kevés feltétele van, arnelyek a gyakorlati problémák s0- 
rán legtöbbször teljesülnek 15. 


Ezek a következők: 
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1. az f függvénynek egy véges hosszúságú imtervallumon belül 
legfeljebb véges számú ugrása legyen; 


2. bármely fg - 8 Sí 5 3 intervallumra vonatkozó intéegrálnak 
korlátosnak kell lennie; 


3. tudvalevő, hogy £ me e" függvény f — 50 esetén , nagyon 
erősen" tart 0-hoz, azaz teljesülnek még a 
um" .e7"" z 0, lime"-e" —(€, 
f— mi 1 


a.a, ac r0 n:ü nez. 


határértékrelációk is. Ez nagyjából annyit jelént, hogy ha f GC es, 
akkor f legfeljebb úgy tarthat a s6-hez, mint az e" függvény, ahol 
c tetszőleges véges pozítív valós szám. Ezzel nagyjából körülírtuk, 
hogy , legrosszabb esetben" hogyan viselkedhet f a 50-ben. Aze" 
függvény a — 00-ben természetesen tart a 50-hez, de ez nem számít 
ebben az esetben, hiszen, amint említettük, ? csak t 2 fh esetén 
értelmezett. 


Az F függvény koönvergenciatartományának vizsgálata során 
kimutatható, hogy ha lim fé) -e 5" s 0, ha a 5 oz, akkor a 


04 értékek alsó határa — jele ag — az F függvény konvergenciatar- 
törnányának alsó határa a valós tengelyen. Ez azt jelenti, hogy ha 
c z agg te,e 5 Ü tetszőleges, akkor erre a c-ra a fenti határérték 
teljesül, de g — 09 — £-ra már nem lesz korlátos a határérték. Ezt a 
0g-t ,könvergenciaabszcisszá"-nak ís nevezik, ami azt jelenti, hogy 
az F függvény a Re(s) — c 5 og félsíkban reguláris függvény (3.1 
ábra). 


Im 


aj 90 Relgg] 


ú.1 ábra 


Legyen például F meromorf függvény, azaz F-nek legfeljebb 
csak pólusszingularitásai vannak. 
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Legyenek ezek az sz, k — Il, 2, .. . r pontok. Ekkor F récipro- 
kának az s; pontok zérushelyei. Ázaz: 


l 
F (54) 
Ekkor nyilván a c4-k (valós részek) maximuma lesz a konvergen- 
ciaabszcissza: Go — max fox]k —m I, 2... nh. 


— A, ahol sz — 04 tik z 1], 2,...n. 


A gyakorlati alkalmazások szempontjából azonban a cg konvergen- 
ciaabszcisszát ném szükséges ismerni. Formálisan annak sincs je- 
lentősége, hogy az s komplex változó, akár valósnak is tekinthetjük. 
Egyes problémák megoldásánál azonban jelentős egyszerűsítést je- 
lent az, ha 5-et komplexnek tekintjük, hiszen a c 7 04 félsíkon F 
reguláris függvény. A reguláris függvényeknek pedig számos elő- 
nyös tulajdonsága van. 


A Laplace-transzformáció egyik legfontosabb tulajdonsága a 
linearitás, mely az integrál linearitásából következik. Vagyis: 


1. LIc fd) — e LIFE] 
Ugyanis a konstans kiemelhetősége miatt: 


Llc.f(dj - H/ e. féde dt - c. / í f(iDe "di z 


— c. L[/60] 
2. L[Ant) 4 Ad] —L[Ato] 4 E[R0] 


Ugyanis az integrál additivitása és a disztributív törvény felhaszná- 
lásávak 


L[f() 4 Rn] — . (AC) 4 fRin)je "dt — 
0 


- l filde "dt 4 / fine "dt - L[AD] 4 LÍRD] 
ü 


Általánosan a linearitás az alábbi formulában foglalható össze: 


L fe 70 — CG; pay LA] 
izi 


izi 
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Tehát összeget lehet tagonként transzformálni, és a konstans a 
transzformáció során egyszerűen kiemelhető. 


9.1 Laplace-transzformáltak közvetlen kiszámítása 


Gyakorló feladatok 


Számítsuk ki a definíció alapján néhány függvény Laplace-transzfor- 
máltját! 


1. Legyen f(nn — I. 


mm gi 





—s 


B ii 1 
Ekkor F(s! — / le ödt — ll z 0-4 - — -, Tehát 
ú 0 k3 5 


c 
[[1i — L illetve a linearitás miatt tetszőleges c E E esetén £[c] — ; 
fj 


2. Legyen fíth —t. 


Ekkor parciálisan integrálva: 


ki —-g 7 ta egi 
Fo z f te "di z [e c] - [ hd 
0 —§1o ú 75 


—g71" 
e Í 
És 2 


ü 











Tehát L[t] — 2. illetve bármely c E RK esetén £lc "r] — si 


Mindkét fenti példában az integrál akkor konvergál, ha Reís) 5 0, 
tehát a konvergenciaabszcissza: dg — Ü. 


3. Legyén f(t) — e", ahol a tetszőleges valós vagy komplex állandó. 


Ekkor: Finn — / e. e "dts / etet gy — 
4) ü 
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am ek an) 
— / ee gy — És s LNN 
Ú — ír -— a) Ü a ad 


I je : 
Azaz [L [et] - Világos azonban, hogy ez az integrál csak abban 


az esetben konvergens, ha Refs) 5 Rera), tehát most a könvergenciaabsz- 
cissza: og — Rera). (Valós a esetén nyilván Re(si 7 a, ag — a.) 


4. Legyen fir) — cosí(at), ahol a ismét tetszőleges valós vagy komplex 
SZÁTN. 


A Laplace-transzformáltat számolhatnánk a valós analízisból isrnért 
kétszeri parciális integrálás után egyenlétrendezéssel. Azonban sokkal egy- 
szerűbben érünk célhoz, ha a cos függvény exponenciálisokkal kifejezett 

tat — karl 
€ "te 


alakját használjuk: cosat — 7 


képletbe: 


aa a égi — it 
- e" te — 
F(s) z / cosat:e "dt z / ——  —— e "dt z 
Ü ü 


. Ezt helyéttesítve a definíciós 


z 


[nm] na 
1 — [/ —; Me 
e" .g 5, -k kel e ra .€ Sgr — 
Hh 2 ü 


j ( l a. hi z s 

s — íg sr7a) 00 sa 
A transzformálásnál felhasználtuk a 3. példa eredményét. Szintén az előző 
példából adódik, hogy a köonvergenciatartomány a Re(s) 5 Rela) félsík. 





EE EI 


5. Legyen fír) — £-e", ahol a tetszőleges valós vagy kornplex állandó, 


Parciálisan integrálva: 


. Ml Hi e (5—a 6 
Fís) — fi te e "dt - / pee egz [y. S I 
Ü 4) —ís— a) [d 


A o em ezta [7 I 

NI ay eye ul dlmi zi em 
a 7í5— a) —í(s-ay íg 1-a 
A konvergenciaabszcissza ismét ag — Rel). 


6. Számítsuk ki a hiperbolikus függvények Laplace-transzformáltját! 
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a) f(h) — chat, a E € (vagy a E K; tetszőleges. 


Z —t 
Mivel chz — . , ezért támaszkodva a 3. példa eredményére: 
tadlft 2: aggy 
F(s3 — / E Te se" dr — 
6 2 
1 [een 





- 5" (— a. —] KA 
2 hs-g sdba st — gz 


Tehát LIchat] — 5 
xx 





— az 
b) Hasonlóan egyszerűen adódik az fít) — shat függvény Laplace- 
transzformáltja is. Csak annyit kell tenni, hogy a ch-t megadó tört számlá- 
lójában az összeg helyére különbséget kell írni: 
] l í a 
usa 5 (ha rra) ss 
Mindkét esetben og — Ref(a]. 








7. Transzformáljuk az f(r) — £  shar függvényt! 


A. szakott módon a tetszőleges állandót jelent. Félhasználva az 5. pél- 
da eredményét, továbbá az sh függvény exponenciálisokkal kifejezett 
e — e 
2 
alakját, kapjuk: 


ha úg ell eget 
Fís) — fr r.shat. e "dr — / t HEG SE e "dt 5 
Út Ü 


1 7 LL f" 
— — tet. e dt — — tee tl e "dt — 
2 go 29 


- 1. I KG l he das 
ey 


2 egy 2 (stay 
Az integrál ismét Refs) 7 Reta) félsikon konvergens. 


shz — 


8. Legyen fr) —f.n EN nz2. 
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A Láaplace-transzformált előállításához parciálisan integrálunk, maid 


alkalmazzuk az 5. példa eredményét. 
a) Legyen először n — 2. Ekkor: 





aa —sr7" út — gt 
Fís) — f Pe "dt - ú . é — J 3. E d — 


ú 
2 §i mm af 2 z l 2 7 
— 2 — —t. Em —— — 
ú ie dt — 7 EÍt]  z : z LÍr] 


hb) Ha n — 3, akkor: 


ná megf TT kuli -— tf 
Me e 
roz f P.e td - ni - f a. 
a fa 
-0s 5 f m.e ST 
5 a 








2-9] 


c) Teljes indukcióval ézek alapján már könnyen igazolható; 


! 
E[9] . ri 





3. Legyen fü) — 
állandó, n pozitív egész szám. 
a) nu — l esetre már láttuk az 5. példában, hogy: 
l 
Elt-e7] — — — 
[ ] ís — ay 
h) n — 2 esetben integráljunk parciálisan: 


F(s) — fi Fe egi z / He eg 
b h 
—ís—ajt 1 a —ís—ay 
- 2.555 - [25 dt — 
—ís— a) [/ 0 —(s— a) 
2 ii - 2 
z 0 Fk —-- . t-t e "dt - I Ít-et 
(s — ű) / (s — d) Le ef] 
2 l 2 


A! 
(s — gy 


FEET A — 


(s—a) 6-ay  (6-agé 


Pe, ahol a tetszőleges komplex vagy valós 
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c) Folytatható az eljárás n z 3 esetén ts. Teljes indukcióval könnyen 
, n ar] .. n! 
igazolható, hory b [/ te ] e (s egyet 

10. Légyen fíf) — sintat 4 8): ert ahol a, b és § tetszőleges 
konstansok. 


Felhasználjuk a sin függyény exponenciálisokkal való előállítását: 
i iz ef 
ts — 
alIl Z 7 
[rab  —karrájn  —br 
Ezzel fit) — —ie -— : . 
ft) 27 (e e ) € 


A 3. feladat erédményére támaszkodva, felhasználva a transzformáció 11- 
nearitását, kapjuk: 


L[7e0l — 5; ; (Le ; ete] e e[e? ezer] ) — 


I - 
- s; [ff .——g;- et ——) 
2 §— fia — b) s -t(la tb) 
l fcosftisinő — coszA — isinA 
— NA (sb b) — ia (5-4 b) b ig 
Ha itt közös nevezőre hozunk, összevonunk és egyszerűsítünk, akkor kap- 
acos ő t ís tr bisinő 
tt by dal 
A továbbiakban néhány különleges, a gyakorlat számára azonban fon- 
tos függvény ismertetésével és Laplace-transzfornáltjának kiszámításával 
foglalkozunk. 


juk a Laplace-transzformáltat: L[/(0] — 


11. Az egységugrás fügevény értéke zérus, ha argumentuma negatív, 
és egységnyi értékü, ha argumentuma pozitív (9.2 ábra), azaz: 


ma (2 hete 
— [1, har: 0. 


0 
0.2 ábrá 
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Fizikai szempontból éz úgy értelmezhető, mint egy " — 0 időpontban 
bekapcsolt, állandó értékű gerjesztés. Ha a folyamat nem a f — Ű időpont- 
ban, hanem valarulyen t — fg időpontban kezdődik, akkor ez az 


ú, haz zar, En 
lét — ig) — 
47 0) pi hatos ír I ; 
függvénnyel adható meg (9.3 ábra. 0 7; 
3.3 ábra 


Az egységugrás függvény Laplace-transzformáltja: 
LL) sz f 1-e "dr — L ha Reísi 7 0, 
0 5 


hiszen ezt már láttuk az 1. példában az azonosan ] függvény esetében. A 
két transzformált egyenlősége abból következik, hogy amint azt a beveze- 
töbén említettük, az f függyény csak f - ig esetén érdekes a folyamatok 
időbeli lélolyásának vizsgálatakor, t 5 tg esétén pedig a két függvény 
megegyezik. 


p 


0 Ép 
ú.4 ábra 








—s s 

4 
A. következőkben látni fogjuk, hogy éppen az 70 szorzótényeézők utalnak 
arra, hogy a vizsgált folyamatok nem a f z— Ű időpontban kezdődnek. 
Az égységugrás függvénynek a bekapcsolási jelénségek vizsgálatánál van 
szerepe. A ín időpontban úgynevezett , belépő függvény" értéke azonosan 
0, haz a ig, És adott e, hat 5 ín, azaz: 


(, hal d fa, 
fin - 
pt hat: ta 


mar maz 7 Fe 
Általánosabban: L[1 ÍZ — ig) ] z / 1-e "dt : k j — 0 
íg 
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Az egységugrás függvénnyel ez f(i) — 1(1— íg) - e(r) formában adható 
meg (9.4 ábraj. 


ÍZ. Fontos szerepe van még az úgynevezett , egységnyi amplitúdójú 
impulzus" függvénynek, Ha az impulzus hosszúsága T, akkor ez a függ- 


vény a f hosszúságú intervallumon égységnyi, másutt zérus (9.5 ábra 
AZAZ: 


dít, T) — li, hal zt T, 
"7" — [0, különben. 





9.5 ábra 


Világos, hogy az egységugrás függvénnyel ez könnyen kifejezhető: 


dít, 1) — 16) — Lír— T). Ennek Laplace-transzformáltja a transzformáció 
hnearitásának és a 11. pont eredményének felhasználásával: 
-sT — o aszsr 
L[dír, T9) — L[16) — 1 — Tj] - 1.£ 1 
§ s kj 
Fontos speciális eset az, amikor az impulzusfüggvény az origóra szimtrnet- 
rikus (9.6 ábra). 








9.6 ábra 


7 Ezt úgy kapjuk, hogy a dít, Tf) függvényt negatív irányban eltoljuk 
—-vel: dír -k FE T ). Ennek Laplace-transzformáltja: 


ke --J - 


T ; 
ez e 2 eT 
— — . h— 

5 fp 


a e —- 


§ Hi 
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Ennek az egységnyi amplitúdőjű impulzus függvénynek segítségével ma- 
tematikailag egyszerű formában megadhatók olyan függvények, amelyek 
egyébként csak szakaszonként különböző módon volnának megathaták. 
Ha például egy e függvény csak a [0, F] intervallumban lép fel, a vizsgált 
mennyiség minden más helyen zérus, azaz: 


0, haz -zű, 
find etn, ha dé zT, 
Ü, ha? sz 
alakú, akkor f nagyon egyszerűen felírható az alábbi formulákkal: 
fe) - (4(9—164—T)) et) — dí, T) er) 


Az ilyen alakú függvényeket általánosan impulzusnak nevezzük. 
13. Az előző pontban tárgyalt egységnyi amplitúdójú impulzusnak az 
) T 


erőssége definíció szerint ! — Hit, Tidt — [dr — FT. Gyakran cél- 
— E ű 

szerű ehelyett az úgynevezett , egységnyi erősségű impulzust" alkalmazni. 

Ez nyilván az előzőből f-vel való osztással adódik: 


ölt, Ty: Fat, T) — 7 (1 — 1(— 7) 


Ennek Laplace-transzformáltja a transzformáció hintaritásából követ- 
l 1—- e-t? 
ően LIióít, TjI — —Eidít, TI — ——— 
kezően Elő, D)] — 7E[de, 7) 7 
Az értelmezésből világos, hogy ez az impulzus annál nagyobb ampli- 


túdójú, minél rövidebb ideig tart, tehát minél kisebb a TF (9.7 ábra). 
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14. Ha ezt a gondolatmenetet tovább folytatjuk, a T időtartamot olyan 
rövidnek választjuk, hogy ezalatt a többi ménnyiség változása elhanyazol- 
ható, akkor eljutunk a Dirac-impulzushoz, vagy más néven a Dirac-féle 
delta függvényhez. Ez lényegében egy nagyon rövid és igen nagy ampli- 
túdójú egységnyi erősségű impulzus. Határátmenettel adódik: 


0. haz zű 


Ö(£) :— lim ír, f) — 
(1) 120 e, 1) (z ha t — 0. 
A. Dirac-delta Laplace-transzformáltja ebből levezethető, ha felhasználjuk 
a L Hospital-szabályt: 
1— e7tT sert 
Lió(ni — [I limóít, TI - hm ——— - lim 
[ (2) [dim, ( )] T-—0 sr TGü § 
A Dirac-féle délta impulzus lényegének kiderítéséhez tegyük fel a követ- 
kezőket: Legyen / a t — ig időpont környezetében fellépő folytonos függ- 
vény, és legyen ő [1 — tg ) a tg pontban végtelenné váló Dirac-impulzus. 
Számítsuk ki az f függvény ,.hatását" Dirac-impulzus fellépésekor. Defi- 
níció szerint ez a halás 


F(r) ó(t — ig dt - f f() limód! — íg, Tjdt — 


z ] 





— 


aa ig tT I 
inf 70 . Átt — íg, Fjdt — Ef Fiatal vadi - 


; ] gtr . l 
GYA mod img ftoga) Tf), 


ahol felhasználtuk az intégrálszámítás középértéktételét, valamint az in- 
tegrálás és határértékképzés sorrendjének telcsérélhetőségét. Ez utóbbi a 
Dirac-deltára lényegében definíció szerint teljesül. 


A kapott relációnak a felhasználásával újra könnyedén előállíthatjuk a 
Lapláacé-transzfortnáltat: elő - f ölte "dt — e — 1, összhangban 
Ü 


a korábbi eredménnyel. 


A Dirac-irnpulzus bevezetésével formálisan lehetőség nyílik a deri- 
vált fogalmának általánosítására. A fogalom bevezetésével lehetőség nyí- 
lik arra, hogy mindenütt derrválhatónak tekintsünk olyan függvényeket is, 
amelyek szakaszonként differenciálhatók, a szakaszok határain pedig véges 
jobb és bal oldali határértékeik vannak, tehát a szakadási helyeken min- 
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denütt csak véges ugrással rendelkeznek. Tudvalevő, hogy hagyományos 
értelemben, ha egy függvény derrválható egy pontban, akkor ott folytonos 
18. Ha tékintetbe vesszük például az me I() egységugrás függvényt, az a 
t - 0 hely kivételével mindenütt folytonos és deriválható is: 
0, haz z 0, 
16) — § nem létezik, haz 0, 
ő, haz: 0. 


Tisztán formálisan azonban lehetőség nyílik a 0-beli derivált értelmezésére 
ís. Ehhez használjuk fel a Birac-impulzus fent levezetett tulajdonságát: 


J fe) ölt — ig)dt — f(ro) 


A Birac-függvény értelmezéséből nyilvánvaló, hogy ez az összefüggés 
igaz tetszőleges tp 5 Ü, tb 5 Ü (akkor fg — es, és/vagy b — va) esetén is 
az alábbi formában: 


in tiz 
f/ FL) ölr— ig )dt — f(ia) 
it endi 

Legyen most speciálisan f(f) — 1, tp — 90, íg -k ta :sz t, ekkor: 


I 
ü, harc fg, 
tr — midi — 
fo 0). ú hat 5 íg. 


É 
Azaz: ! ö(r — rgjdt — 1(r— tg). Ha még konkrétabban, íg — Ú, akkor: 


Í 
f Ör id — lír) 


Adódott tehát egy integrálfüggvény változó telső határral. A valós anali- 
zisból ismert, hogy az integrálfüggvény felső határ szerinti deriváltja az in- 
tegrandus. Ha ezt formálisan alkalmazzuk erre az esetre, akkor azt kapjuk, 


hogy; 
(8) z Ö(t), illetve V(r— íg) — ö(r— íg), 
téhát az égységugrás függvény deriváltja a Dirac-impulzus. 
Legyen ezek után f olyan függvény, melynek a íg pontban elsőfajú 


szakadása van, ugrása legyen Af[to)- Ar z ftp alletve f 5 fg pontokban a 
függvény a klasszikus értelemben deriválható. Mivel a in-beli egységugrás 
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deriváltja ö(t — tg), a Af (ro) nagyságú ugrás deriváltja nyilvánvalóan 
Af(to) - ö(r — 10) (9.8. ábra). 
Tehát f általánosított deriváltja: 
; ft) a klasszikus értelemben, hat: ín, 
f (1) - § 
afta) -öfr— ig), hat íg. 





G.§ ábra 


szakadásos függvények magasabb rendű deriváltjainak értelmezésé- 
hez ezek után világos, hogy a Dirac-téle delta függvény deriváltját kell 


definiálnunk. Ehhez induljunk ki a öf(r— 14, T) T hosszúságú, egységnyi 


erősségű impulzusból, melynek T — 0 esetén a határértéke a óf (rt — to ) 
Dirac-függvény. A 13. példabeli összefüggés szerint: 


—  1(í(r— rgy) —1(1—g-T) 
3(— 1) — jr a 7) ze 

melynek deriváltja a fentiek szerimt: 
, Úlz — íg — ólr— ig —T 
97 Ít M 19) — [im AL) ÉT) 
A Dirac-féle delta függvény deriváltja tehát két olyan Dirac-impulzus kü- 
lönbségének a határértéke, melyek minden határon túl közelednek egymás- 
hoz, és amelyek amplitúdói ugyanilyen arányban minden határon túl növe- 
kednek (9.9 ábra). Vegyük észre, hogy ezzel tulajdonképpen előállítottuk 
ate 1(z — ta ) egységugrás függvény második deriváltját, hiszen: 


V(1— íg) — 0(1— 19), így I7(r— 19) — ő (1 — 19). 
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Hasonlóan általánosítható a fenti gondolatmenet a magasabb rendű deri- 
váltak előállítására is. A Dirac-impulzus magasabb réndű deriváltjainak 
azonban nincs különösebb műszaki jelentősége. 





0.0 ábra 


9.2 A generátorfüggvény deriválása 


Az eddigiekben lényegében a definíció alapján határoztuk meg 
néhány függvény Laplace-transzformáltját. A továbbiakban olyan, 
a gyakorlat számára fontos tételt és eljárást említünk meg, melyek 
felhasználásával sokkal egyszerűbben előállíthatók a transzformál- 
tak, mint az integrál közvetlen kiszámításával. 


Az alábbiakban először égy függvény derrválttának Laplace- 
transzformáltja kiszámításával foglalkozunk. 


A definíció alapján egyszerűen adódik: 


LÍfol / feDer"dtz [/(de"], — / f(Y(—sje "dt — 


2 —f0-as. [/fezat zs L[/6091— (0) — 5-FG)— f(0), 
0 
ahol F az f függvény Laplace-transzformáltja. Tehát: 
L[660] — s L[f0] — 10 


Abban a kilönleges esetben, armikor f(04 — 0, a differenciálás 
egyszerűen egy §5-sel való szorzással egyenértékű. 
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Ennek a formulának az ismételt alkalmazásával előállíthatjuk 
magasabb rendű deriváltak Laplace-transzformáltját is. 


L[F760] — SE[f70] — 40) — s-(SL[) — f(0)—f/(0) 
— SZL[f(DI — s: f(0) — f(0) 
Ismét elmondhatjuk, hogy abban a speciális esetben, amikor az 
f(0) — f/(0) — 0, a kétszeri deriválás a Laplace-transzformáltban 
5"-tel való szorzásként jelentkezik. A fenti gondolatmenet folytatá- 


sával és teljes indukcióval bizonyítható az alábbi n-ed rendű deri- 
váltakra vonatkozó formula n € NT esetén: 


LÍFPGD] — SEL] — st f(0) — sé f(0) —... (0) 
Az imént levezetett formulákat — amint az alábbi példák iluszt- 
rálják - felhasználhatjuk Laplace-transzformáltak kiszámítására. 


Azonban tényleges hasznukat a differenciálegyenletek és differen- 
ciál-egyenletrendszerek megoldása során tapasztalhatjuk. 


Gyakorló feladatok 


k. Egy egyszerű bevezető példaként tekintsük az f(i) — : függvényt. 


A 9.1 2. példában láttuk, hogy £[f] — 7. Mivel f(r) — I, ezért a 


, amint 


l 
deriváltra vonatkozó formulát alkalmazva: E[1] — 5- 1-3 — f(0) — v 
a 


az a 9.1 I. példában már kiderült. 

2. Legyen f(t) — cosat. 

A 9.1 4. példában láttuk, hogy [cos ar] — TE 
Mivel f(r) — —a - sinat, ezért; 
L[f/60) - £—asinat) z s: E. — f(0) 


Ahonnan Lísin ar] — : 7 , ÖN HE in 
50 at ság sé 4 at 
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3. Számítsuk ki a deriváltakra vonatkozó formula felhasználásával az 
f() — cos? at függvény transzformáltját! 


Mivel f/(f) — 2cosat-(— sinar)-a — —a.2-sinat-cosat — —a-sin 2a, 
ezért: 
L[f0) - —attsin2ar) - —a 5 
5 


z LÍ[700] -s— f0) — s. L[/60] - 1 
Tehát: 


l 2 2 r-ENKÉRTT b: 
ero] a 5 (1 a) z 


1. st 4 2a 
s(s2 rk 4a? ) 
2at 


Hasonlóan kapható L [sin? at] z EZT 
sís a 


9.3 A Laplace-transzformált deriválása 


Az előbbiekben a generátorfüggvény deriváltjából indultunk 
ki, annak a transzformáltját kerestük. Most megvizsgáljuk, milyen 
eredményt mondhatunk a Laplace-transzformált deriváltjára vo- 
natkozólag. Igazolható, hogy a Laplace-transzformált létezéséhez 
szükséges feltételek tejesülése esetén a transzformált deriválása so- 
rán a deriválás és az integrálás sorrendje felcserélhető. Ezért írhat- 
juk, hogy: 


d d j estre d gt 
aro- 5], fíty- e dt JD e dt — 
sz / f()-(—tje "dt — - f t. fítje "dt 

9 0 


d z 
Tehát at (5) s —E[ ; f0]. Általánosítva tetszőleges n E Nt 
esetén n-edrendű deriváltra: 
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NH 


d d jú st — e H mast - 
Ero-í]) fG)-e dz f ( HT. Fe "et sz 
— (—1ye / P. fDersdt - (—1Y [rt . fe0] 


d" 
Vagyis — Ft) -(— DEL [Ir . F(n]. 


Gyakorló feladatok 

1. Szárnítsuk ki az f(r) s o. sinat függvény transzíormáltját! 

Használjuk fel, hogy £flsinat] — — — Fís), valamint alkalrmaz- 
s -ha 


zuk a Fe) z -L [7 : fe] formulát, mely szerint; 


Lít - sin n- - 2 a e [/ a: 25 Hi 2as 
AE dsg aal ra. ali pa, on 
(s2 -k a2 ) (s -k a) 


2. Transzformáljuk az f(f) — r! . chat függvényt! 
Isrnerjük a hiperbolikus függvény transzformáltját: 
F(s) — Lchar] — -—— 

§ 


— ag 


2 
Erre alkalmazzuk a Fe) z (-1ji .L[/ . char] relációt. Innen: 
a 


2 2 
? reha] - E (20) - 1 za) esze 
L[ chat] — T- - 5 ( THEN — 
d Tessa káresei 


(ds (52 — agy (s2 — agy 
3. Transzformáljuk az f() — 8 -e" függvényt, ahol n pozitív egész! 


Induljunk ki e" Laplace-transzformáltjából a 9.1 3. feladata alapján: 
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L [e7] - —— — F(5) 





ht 


Alkalmazzuk erre az F-re a Fe) —(-ty . EL . A] formulát: 








na et an d (DD 
L[ e] zer dasza 1 dett (seg 
ran dt (DD) 

CV aggy 
1 li 
Me (—1y .(—Iyt Fi: H.: 


(g apti Hi (s — ati " 
ahogyan azt más módszerrel a 9.1 9. példájában már előállítottuk. 


9.4 A generátorfüggvény primitív függvényének 
transzformálása 


A deriváltra vonatkozó formula alkalmazásával könnyen leve- 
zethetünk egy összefüggést egy f függvény integrálfüggvényének 
Laplace-transzformáltjára vonatkozólag. 

Í 


Legyen ht) — Írbat Ekkor 90 — fíf) összefüggés 
miatt egyrészt: , 
d 
L 590) z LÍf(Dj 


Másrészt a deriváltra vonatkozó szabály szerint: 


d 
IL 500 z s - LÍG(D] — 90) — s -L[é(n] 


űj 
Hiszen (0) — / féjdt — 0. Átrendezve az egyenletet, kapjuk a 
0 


Í 
keresett összefüggést: [ / feat - IL[f9] z Fo ahol F 
ú x 


szokás szerint f Laplace-transzformáltja. 
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Eszerint a generátorfüggvény integrálása a Laplace-transzfor- 
mált s-sel való osztásával egyenértékű. 


Gyakorló feladatok 


t 
1. Számítsuk ki a $(f) — fi t - sin ardt függvény Laplace-transzfor- 
0 
máltját! 


Eredményeink szerint a $ deriváltjának, tehát az integrandusnak a 
Laplace-transzformáltját kell osztani s-sel. A 9.3 I. példájának eredményét 
felhasználva: 


: 2a 
elen) - mell . sin ar] — t zs 


(52 ay c (s 2 agy 


Í 
2. Számítsuk Ki a pit) — f/ tet dt függvény Laplace-iranszfor- 
Ü 
máltját! 


Az integrálra vonatkozó összefüggés, valarnint a 9.1 9. feladat n — 2 
és a z —]1 esetre vonatkozó eredményére támaszkodva: 
j 2! 2 


! De zh. AE 
L[doo] - 5-2 [ e [7: s- an (s 41) 


f 
3. Számítsuk ki a $íti — fi cos" atdt függyény Laplace-transzíor- 
0 
máltját! 


Felhasználjuk a 9.2 3. feladatának eredményét, és alkalmazzuk az In- 
tegrálokra vonatkozó tormulát. Ezek szerint: 
1 0 st 42a" 5 42a 


Hi l p. -t — . mm —, ——— az  — — — — 
ELI] - 7 .[L [cos at! 7 § s(s2 kH 4a?) 52 (s2 kk 4a2 ) 
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9.5 A Laplace-transzformált integrálása 


Az előbbiekben a genérátorfüggvény integrálfüggvényének a 
Laplace-transzformáltját vizsgáltuk. Hasznos összefüggést kapunk 
akkor is, ha magának a Laplace-transzformáltnak az integrálfügg- 


vényét vizsgáljuk. Ehhez állítsuk elő a ! F 9 függvény transz- 
formáltját. 


árai - 1 HD -sdt / f(odi / e7ödt 
É Ü z ü ag 


- f (/ r-ersarjász f F(s)ds, 
kj Ü § 


— st 
ui 





ahol felhasználtuk a a ( 
ds t 


) — —e" összefüggést. 


Gyakorló feladatok 


a ATT 


et függvény transzformáltját! 


1. Számítsuk ki az fít) — 





Az előbb levezetett összefüggést alkalmazva: 


terei - f ttsinarjás z f —5 ds z 
f § : 5 ka 





Í l l 5 Hi 
hai 2 —-g ds a iz : (arctg ()) aj i 
GETE 
a 
hős éli isa: a Fé 
zz eret (3) z Fi —- arcig (E) z arcig (5) 
sin at 


2. Számítsuk ki az fit) — 





függyény transzformáltját. 


Ehhez felhasználjuk a 9.2. 3. példájában közölt eredményt, miszerint: 
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2 
Lisin" ar] — ET ÍInnén következik: 
sí ap 442) 


 aTeZ ds — ji 2a" d 
EI] - f LÍ sin at] S — ; s(52 422) x 


Az integrál kiszámításához parciális törtekre bontunk: 
l L/ 
da 2 §i 2 


s(s2 hr 442) 00s os 449 
Ennek primitív függvénye: 


l l 25 1 l 2 p. 
— — — . s ids — —-IÍn[s51— —inís táAal- 
1 (G 4 sraz) sz zni zim] 














il s" 
z — In] —— 
4 184 4at 
Ahonnan: 
. 9 ka 2 zZ Hi 
el -/ zés d 23 Ím — 5] 7 
i ; sís2 4 4a2) d st -4 da § 
a In1-]1 i - . ln pt 
—á [/  "Iszaagai] 4 sé 














3. Számítsuk ki az f(f) — —i 


máltját! 


függvény Laplace-transzfor- 


Először átalakítjuk f-et, majd a linearitást felhasználva alkalmazzuk 
a levezetett formulát: 


ela íb- Hi I l 
e[fo] - £I f KÉT 1 f ET TEETTJé 7 


5—b-4tIl 
z [do §-üagtl 








r-atl 
5— bt] 


r-t] Hi 


]. z— In1-l]n s-PIT z 














3s2 


3.6 Eltolási, hasonlósági tételek 


Gyakorló feladatok 


a) Legyen a 5 0 rögzített valós szám, f adott generátorfüggvény. 
Definiáljuk a g függvényt az alábbi módon: 


Í. e 





fítf—a) hajsza, 
1: 
8) : 0, hag st c a, 


a 
0.10 ábra 


Tehát g nem más, mint az f függvény elcsúsztatva a valós x tengely 
mentén jobbra a-val (9.10 ábra). Számítsuk ki g transzformáltját: 


L[e(n] - f) 81). e7"dt z fi (1). eödt z 
úr KT 
- f f1— acetát z f fi) et 
a ü 


— e7és , f f(x) dx ze" LÍ[f(0], 
Ü 


ahol alkalmaztuk az x — £—a,i — x a, dt — dx helyettesítést. Tehát 


L[f(t - a)] — e AS Dr] A generátorfüggvény eltolása a Laplace- 
transzforrmnált exponenciális tényezővel való szorzását eredményezi. Ezt az 
összefüggést nevezzük eltolási tételnek. 


1. Számítsuk ki az alábbi függvény Laplace-transzformáltját! 


3 
; — z 
g(t) : 5 (r—gy, harz 2, 
ü, ha si e2. 


[tt nyilvánvalóan f(f) — 1" és a — 2, Így az előbbiek és a 9.1 8. pél- 


dájának eredménye szérint; Lee] — et :L[ ft) zm e7Ts. Ti 
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2. Számítsuk ki az líz — íg) egységugrás Tüggyény transzformáltját! 


Azt már tudjuk a 9.1 14. példája alapján, hogy LÍK)] - T. Ezt 








— sg 
felhasználva: L[1(1— igy] — e7"70-LÍKn] - ree összhangban a 
korábbi eredményünkkel. 
—bír— a) 
haj za 
3. Legyen elt) :— ü " i 
Ba B ( ü, haÜü s! d a. 
: —bt —bt l 
t (a e é z . 
ítt nyilván fe) - er" ésL [e] - — 
aa bt e 
Ebből következően LlgírM —me "7 -Lle "!- . 
ől következően [gt yi é [e ] EE 


bh) Vizsgáljuk meg az előző kérdés fordítottját. Ha F az f függvény 
transzfortmáltja, akkor az § res F(s-b a) függvény mely generátorfüggvény- 
hez tartozik ? 


Mivel Fís) — fr fíty-e "dt, ezért: 
Ül 


F(s ta) - f feet — / fénye tet dt - 
ÚN ú 
s LÍf-ee] 


Tehát a Laplace-iranszformált eltolása a generátorfüggvény e" exponen- 
ciális tényezővel való szorzásával egyenértékű. Ezt az összefüggést néve- 
zik csillapítási tételnek, de nevezhetjük a Laplace-transzformáltra vonatko- 
zó eltolási tételnek is. Ez az összefüggés nyilván az előzőekben bemutatott 
eltolási tétel megfelelője a transzformáltra vonatkozólag. 


4. A csillapítási tétel alkalmazásával szárnítsuk ki a következő függ- 
vény Laplace-transzformáltját! 


Legyen fít) ze" . chbr. A 9.1 6. példájában láttuk, hogy: 
h.j 
£lchőr] Ez Sz hz 


Ebből következően az 5 — 5 F a helyettesítéssel adódik: 
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teret .chorl — AES 
le : ] (5. aj — b 
r 


5. Szárnítsuk ki az fit) — vi 


-shat generátorfüggvény transzformáltját! 


Alakítsuk át a hiperbolikus tényezőt: 


fiz b ee et , LA eat , b 
rt 2 2! int 


1 
És használjuk a 9.1. 8. példa eredményét, miszerint £ [7] — ——. Innen a 
j 


Laplace-transzformáció linearitását alkalmazva s — 5— a, illetve § 6 sta 
helyettesítéssel érünk célhoz: 


] Ft! l ni! 
LÉTÉT EY LÉTÉT EYTZTÉS 
(s tajt] — (s — gyet 
2(s52— agy 


6. Vezessük le az f(t) —mr-e "sin bt függvény transzformáltját! 


induljunk ki a 9.3 1. példájának eredményéből, mely szérint; 


F[t - sm bt] 2, 
(s -k bi 
majd az e" szorzónak megfelelően végezzük el az s — 5-4 a helyettesí- 
z8(s ta) 


tést; L[/60] - (Graz ej 
k ti 


c) Légyen adva az f generátorfüggvény és annak F Laplace-transzfor- 
máltja. Ezék isrnérétében könnyen át lehet térni más arénméntumú függyvé- 
nyekre az úgynevezett hasonlósági tétet segítségével. A definíció szerinti 


F(s) - L[/0] - f fine "dt 


egyenletben a r változó helyére vezessük be az a-t változót, ahol a legyen 
pozitív állandó. 


Ez lényegében egy helyettesítéses integrálás, amely ar — a - f jelölés 
bevezetésével az alábbi alakat ölti: 
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LÍftan - / fiate "dt - f) fede rű Zdtz 
ű 


1. fpy.ettr e. p(§ 
cz: fo ro-ettár ate (5) 


Ezzel megkaptuk a hasonlósági tétel matematikai alakját: 


fi 


elen] - a.P (5) 


A tétel jelentősége elsősorban abban van, hagy táblázatban adott generátor- 
függvény és transzformált esetén könnyedén áttérhetünk más arguméntumú 
függvénypárra. 


7, Korábbi példáinkból kiderült, hogy: 


. I l l 
EIt — sint]  — — ——  —- 
[ ] sé 5441 52 (s2 4 1) 


Innen a hasonlósági tétellel kapjuk; 
Eilat — sinai] — 1 . eMM — 
íz gy sY 
(e) 
a a 
LNN KN 
d st st 2 a sé (s? 2 az) 
al az 


8. Laplace-transzformáltakat tartalrnazó táblázatból kiderül: 


l 
fíimr] — -T (CC 4 Ilns), ahol C egy állandó. 
Innen a hasonlósági tétellel adódik: 


:(csimf) zz -5 (csn) 
a A Ga 


Elinar] — " : ! — 


bd aj 
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9. Ugyancsak táblázatból kiolvasható, vagy a korábbi eredményeink 
2s(s" 43] 


(2-1 
Ahonnan a hasonlósági tétellel adódik: 


2. § . (2) 3 
1 a a 2 2s(s" 4 347) 


L Katy . char] z — . —— ——,—— -ad 


. (R-) e 


Innen a transzformáció linearitásának felhasználásával adódik például az 
is, hogy: 


alapján nyerhető £ [69 . che 


at 25 [5 -k 3a7) j 2s(s" -k 3a) 


ahogyan azt a 9.3 2. példájában más eljárással már megkaptuk. 


L [7 : char! z 


9.7 Paramétert tartalmazó függvények 
transzformálása 


Tegyük fel, hogy a generátorfüggvény a ft változón kívül tartal- 
maz még egy p valós vagy komplex paramétert 15, tehát mm fit, p) 
alakú. Ha ezt a függvényt transzformáljuk, a transzformáció során 
— a többváltozós analízisben megszokott módon — a p paramétert 
állandónak tekintjük. Ezek után a Laplace-transzformált 15 térmné- 


szetesen tartalmazza a p paramétert: Fís, mp) — f/ fít, pe "dt. 
Ü 


Be lehet bizonyítani, hogy a gyakorlatban általában előálló ese- 
tekben a transzformáció és a p paraméter szerinti műveletek sor- 
rendje felcserélhető. Tehát például a p szerinti differenciálás, illetve 
imtegrálás elvégezhető a transzformáció előtt vagy után, az ered- 
mény ettől független, azaz: 


d 1) 
a. af pi - ap s p) 
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PB b 
be] / f(t, papi - / F(s, pidp 


Ezek a formulák szintén felhasználhatók Laplace-transzformál- 
tak kiszámítására. 


Gyakorló feladatok 


IL. A 9.§ 4. feladatában bebizonyítottuk, hogy: 


x-ta 
L at  ehhbil z —— —— 


[tt a generátorfüggvény ! me f(t, a, b) alakú, ahol az a és b állandók 
paraméternek tekinthetők. Deriváljunk a b paraméter szerint. 


z Ü F —at —at 
Egyrészt 18 - chbr) —mt-e " -shbt. 


$4tg 3) (s HF d) - [— 201 
(stay — (cs az — 62 


Másrészt — sz ( 


z(s tt ajb 


Ahonnan azt kapjuk, hogy L [z e. shbr] — ——————. 
(cs 4 az — 62) 


Z. A 9.1 6. feladatában bizonyítottuk, hogy: 


fuj 
Elchar] — —— 
fchar) z ——— 
Ez esetben a geéenerátorfüggvény !t me fít, a) alakú, ahol a a pa- 
raméter. Integráljuk most külön-külön a generálfüggvényt ÉS a Laplace- 
ES] shar 


transzformáltat az a paraméter szerint: [ chatda — 


Másrészt parciális törtekre bontással: 


hazztrik (t-t 
ng sé d 2]g §5—a sta 
! fi 7 fi 
meze al pls al - [51n 
2 2 
új 
Lin 
2 


a ka 


1 mell"! 





j 





a 
], 





ta 











$- d 
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5. in 
2 


s Fa 


Ahonnan kapjuk az alábbi eredményt: L e] z pazar h 











3. A 9.1. 3. példájában láttuk, hogy £ [e" — . 
torfüggvény 1 me F(z, a) alakú, az a jelenti a paramétert. 


, ahol a generá- 
— a 


Deriváljuk a generátorfüggvényt a paraméter szerint többször egyrnás- 
2 
d ei am 9 ert d at 
után: (e) erett lg (e) ee 
Majd deriváljuk a Laplace-transzformáltat ugyancsak az a paraméter 


szerint: -— ( ; )-—— az ( ! ): . 
hdaMs—-al (s—-gay dat As—hmai (r—gy 7 


A megfelelő rendű deriváltakat összevetve adódnak a transzformáltak: 
L [re] - —— , L [det] - —— ... 
(s — aj? (s — ay 
Most pedig integráljuk külön-külön a generátorfüggvényt és a transzfor- 
máltat; 


ér at 1" ai 
e e —] 
f e" da — ka — . 
0 É 0 Í 


Másrészt; 


/ ——da - [/dn]5— alj 


sz — In[y — al 4 In Is] — — In 






































at o J 


Ahonnan L : 


4 d 








— —in 




















Lali d 


9.8 Konvolúció 


Az fi és f; generátortüggvények fi x f2-vel jelölt konvalúcióját 
az alábbi összefüggéssel értelmezzük: 


(Ar hi N:s / h(x): falt — xidx 
0 
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A definíció alapján könnyen igazolható, hogy ez a művelet kornmu- 
tatív, tehát fr f2 s fos fi. Számítsuk most ki az fp 4 fs konvolú- 
ció Laplace-transzformáltját! A számítások során alkalmazunk egy 
helyettesítést, bevezetjük a F új változót af — t — x definícióval, 
ahonnan : — ft 4 x, dt — dr következik. Így: 


LA: ho] — Í e ( / f12) falt — adr) dt — 


— / f(x) (/ e" . folt — md) dx sz 
ú a 
- [60 ( [09 e ata ) ds 
ü a 
- (/ fia) esta ) (/ fly era) — Fi(s) Fás) 
1 0 


Azt kaptuk tehát, hogy fi és A konvolúciójának Laplace-transzfor- 
rnáltja a függvények Laplace-transzformáltjainak szorzata. 


Ez az összefüggés alapvető jelentőségű, különösen az inverz 
Laplacc-transzformáció végrehajtásánál van lényeges szerepe. Ha 
ugyanis sikerül a Laplace-transzformáltat szorzattá alakítani, és az 
egyes tényezőket visszatranszformálni, akkor ezeknek a generátor- 
függvényeknek a konvolúciója szolgáltatja az inverz transzforrmál- 
tat. Ezt később az inverz transzformáció témakörében példákon ke- 
resztül részletesen megmutatjuk. 


Annak érdekében, hogy megbarátkozzunk ezzel a művelettel, 
kiszámítunk néhány konvolúciót, és annak transzformáltját. 


Gyakorló feladatok 


1. Számítsuk ki az fj(f) — e" és forr) — e függvények konvolúció- 
ját, ahol a és b adott állandák! 


t 


(nr hin zef re — / ez eng 
ú 
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jj t b elg7 be ( 
- fenet erttáz a et. f dőDtán ze. l 5" — 
ű o a7s ]o 


fi ela bit -— 1 eat e 
mv . e —— Tar ET 
a — b a— b 


A könyvolúciótétel szerint ennek Laplace-transzforrnáltja: 


LIZ] — L [er a ett Hi 1 i 1 


a— b sa 5—-b 











2. Legyen fjíth — tés felt) — r. Számítsuk ki fp és ? konvolúcióját! 


A kommutativitás felhasználásával kapjuk: 
T [j 
(Ash ztséz / x" (t— xjdx f/ (at — x7 dx — 
o ő 


ft 
- [5 ri ros os 


fh — 


3 4 1g 3 4 12 


A konvölúciótétel szerint ennek transzforrnáltja — amint az a korábbiak 


A 2 2 


l 
d - E. Fajta . — z Ésa — 
SZETINE 18 künnyen ellenőrizhető; L a ; w z[ [t hali ] — 52 FE z 3 . 


3. Legyen fjfr) — chat és folt) — fi 


Ezek konvolűciója parciális intégrálással: 


! 
(fi x fs) z chat xi — fr chax - (t — xidx — 
d : 


shax ! " shax chax 1 
- ] r— a] : dx] "ai - 
ei ú a u ti Ú 
. chat 1 0 — char—l 
at al al 
Ennek Laplace-transzforrnáltja a konvölűciótétel szerint: 


§ I l 
Echat e 1] — Elchar] [1 —- szaz s(52 — a2) 
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4. Számiítsa ki az fjít) — sinar és fb(t) — cos bt függvények konva- 
lűctőját, ahol a és b adott állandók! 


Í 
Definíció szerint (fi x A 2) zz f sin ax - cos bít — xjdx. 
a 


Áz integrál kiszámításához alkalmazzuk a trigonometriából ismért 


alábbi azonosságot: sin a -cosű — 5 ( sinla 48) sima — 6 )) , mely szerint: 


sinax - cosíbt — hr) — 5 ( sin ((a— b)x 4 br) 4 sin (at bjx — br)) 
Az integrálást ezek után tagonként végezhetjük el: 


— cos ((a— bj tb br) — cos((a 4 Bx — br) - 


Mir) x foti) — - a-b — TETT 


. cosbf— cosat — cosbi — cosat a 
— HEZETSEN —b —arb pb z (cos bt — cos ar) - E NTY; 
A konvolúciótétel felhasználásával ismét egyszerűen kapjuk a Laplace- 
transzformáltat: 





L És . (c05 ai — C0s on] — Elsinat] - £cosbi] 5 
at - bt 


a 5 
0 s2-at sah 
A korábbi példáinkban levezetett eredmények alapján ez a formula is 
lééllenőrizhető úgy, hogy közvetlenül a konvalúciót transzformáljuk. Min- 
denesetre megnyugtató, hogy függetlén módszerek ugyanazt az eredményt 
adják. Visszatérve a kiszámított konvolúcióra, világos, hogy annak nincs 
értelme a — b esetén. Végezzük el a számítást érre a speciális ésetre is; 


Í 
(Ji § fi) - f/ sin ax - sinaít — xidx — 
b 


! 
z 5) : f (sin at - sinléax — atyjdx z 
ú 
] . cos(Zax — aj1" 
u-i zsinat — e], — 
zz 1 : (r-sinat — 282 -k e) z ] sima 
2 Za 2a 2 
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lellegében eltérő eredményt kaptunk. Ennek transzforrnáltja a konvolúció- 
tétel szerint; 
l d 4 as 
L [zísinat] — [[sinar]-Lfcos at] — —  - ————— — -———— 
2 j ré ] stat st 4 gt (52 agy 


összhangban a 9.3 1. feladat eredményével. 


9.9 Inverz Laplace-transzformáció 


Függyények Laplace-transzformáltjának előállítása mellett leg- 
alább olyan fontos dolog az inverz transzformáció, azaz adott F 
Laplace-transzformálthoz megkeresni az f generátorfüggvényt. Bi- 
zonyítás nélkül megjegyezzük, hogy az inverz kapcsolatot az 

i ideal 
fi — — . ed - 

109- 5 heh Fésh-efds í(z0 
integrálformula szolgáltatja, ahol az integrálást a komplex számsík 
képzetes tengellyel párhuzamos bármely olyan egyenese mentén 
kell elvégezni, melyre Reís) — 9 7 09. 


Ez az integrál elvileg természetesen minden esetben szolgáltat- 
ja a generátorfüggvényt. A gyakorlatban azonban legtöbbször még- 
ser ez a tormula használatos. Ugyanis számos függvény Laplace- 
transzformáltját már ismerjük, amelyeket táblázatba foglalunk — 
egy ilyen táblázatot talál az Olvasó a fejezet végén -, és a táblázat, 
valamint az előző részben ismertetett tételek segítségével sok eset- 
ben viszonylag egyszerűen előállíthatjuk az inverz transzformáltat. 

Ha a visszatranszformálandó függvény megegyezik egy táblá- 
zatbeli függvénnyel, immár készen is vagyunk, ha Fy - F; alakú, al- 
kalmazzuk a konyolúciótételt. Ha az argumentum a táblázatbelitől 
csak konstans szorzóban különbözik, alkalmazzuk a hasonlósági té- 
telt. Ha a visszatranszformálandó függvény s ms F(s-t a) alakú, a 
csillapítási tétel alapján dolgozhatunk, ha pedig s me 5: F(s), illetve 


s Fr — . F(s) formájú, akkor a generátorfüggvény deriválásával, 


illetve integrálásával érünk célhoz. 
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A könnyebb áttekinthetőség érdekében felsoroljuk az inverz 
transzformációhoz használható alapvető összefüggéseket, de előbb 
megállapodunk egy jelülésben. Ha az f generátorfüggvény Lap- 
lace-transzformáltja az F függvény, tehát LI fi — F, akkor az in- 


verz kapcsolatot az L71[F] — f jelöléssel juttatjuk kifejezésre. 


1. Konvolúciótétet 
Ha f transzformáltja F, és g transzformáltja G, akkor: 


LD [F(s)-G(oAd] —-(f re) — J (5) - elt — 9ds 
Ú 


2. A generdtorfüggvény derrválási tétele 

£[5- Fo] - LIL[740]) 4 F(D]. Speciális esetben, ha 
f(0) s 0, nyilván £7! (s - Fo] — F(b. 
d. A iranszformált deriválásti tétele 

Le Ft(s)) — —rf(g) 


4. A generdtorfügevény integrálásti tétele 


IL Ég — fred 
§ ü 


5. A transzformált integrálási tétele 


r7! / Fisjásl - 50 


6. Hasonlósági tétel 


l t 
L7!ÍF(as] — — f(-) 
a a 
4. A generátorfüegvényre vonatkozó eltolási tétel 


- - bán h , 
es OZ ÁT harca 


6. Csillapítási tétet (a transzformáltra vonatkozó eltolási tétel) 
I7! IF(s -k a) —e tt. fr 
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Gyakorló feladatok 


Keressük meg az alábbi függvények inverz Laplace-transzformáltját a 
felsorolt tételek felhasználásával! 


ő 
1. Légyen Fís) — -———— ——————! 
gyen Pt 536 
Áz inverz transzformációhoz a nevezőt szorzattá alakítjuk, majd a 
törtet két tört szorzataként írjuk fel: 
ő KN ZÉSI 
(sza 4j(s2-9)  Sa2? 2-3 


A kapott két tényező ismert függvény transzformáltja, a táblázat 12. és 
27. sorában találhatók. Mivel szorzat inverz transzformáltjáról van szó, 
alkalmazzuk a konvolúciáótételt, mély szerint: 


- 2 cm 3 B 
—] 1 1 
L [c z[L 2 5] 4 [E É ej sz SIT At sház, 


edit ,7alt ebt — 97bt 

és innen a sinat — HEG TEN és az shbi — HE összefüggések 
i 

felhasználásával, a 9.§ 1. feladatának eredményére tárnaszkodva egyszerű 

helyettesítéssel eljuthatunk az inverz transzformálthoz. 


Físps 





3 
Z. Legyen Fís) — E! 
(52 Fk 1] 
2 
Ha elvégezzük az F(s) — §- 7 átalakítást, világosan látszik, 
(52412) 


hogy F az f(t) — ! - cosi generátorfüggvény transztormáltjának 5-szérésé 
(táblázat 19. sorai. Ezért alkalmazhatjuk a 2. tételt a generátorfüggvény 
deriválására vonatkozólag. Mivel f (ft) — c0s7— t-sinf és f(0) — Ü. ezért: 


Del fD] 4 fOD] — fe), tehát 27 [FC] — cost — rt - sínt. 


2544 


3. Fi) — ——— 
(sZ 4s kH 3) 


Ha a nevezőt teljes négyzetté kiegészítettük: 
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- 2Zstá 
((s422 enje 


akkor észrevehető, hogy a táblázat 37. sorában álló transzformált derivált- 
jával állunk szemben a — I és b — 2 esetén (a —1 szorzától egyelőre 
tj 


eltekintve), hiszen F(s) — — ( ) , Így alkalmazható a transz- 


i 
(6128 -—-1 
formált deriválási tétele, mely szerint: 


- I i - 
Lt (Fé] zL I - egz [e Z gt 


há 


d. Fís) — ———— 
(52 — 16)" 


A táblázat 34. sorával összehasonlítva látszik. hogy F az fír) — t-shár 
függvény transzformáltjának szerese, ezért felhasználható a genérátor- 
függvény intégrálási tétele, mely szérint: 


I 
LD [Fr9g] A É Lát sban] - l ( . shátdt 
Ü 
Az intégrál parciálisan kiszámítható: 


1 É f 
/ r - sh4zdt — 1 . ehát — eh ai 
a [4 


d 1]a a 4 
0, ehát ÉSI 5, chár — sh4i 
N 4 lő la 4 lő 
§ t-chár 9shd4t 
,, r—-l 2 sN8 
Tehát L TE Huu 16 . 
(s2 — 16) 


[ 2. 
5. F(s) -z 4 . Ín (zs) 


Ebben az ésetben könnyen meggyőződhetünk arról -— például derívá- 
lással —, hogy F az f(t) — shat generátorfüggvény Laplace-transzformált- 
jának az s és 00 határok közötti integrálásával származik. Így a transzfor- 
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máltra vonatkozó integrálási tétel felhasználásával adódik az inverz transz- 
formált: 


önt Fat) HEGÉ Vat : J L eh? ar ás z a shiat 


; 45" 49 
6. (s) — 5 ln (és) 


a; NN 1 (2y 4 37 
Ha végrehajtjuk a triviális Físj) s — : In [ —-— — 1] átalakt- 
grehajtj 6): (zs 
tást, és a táblázat 25. sorára pillantunk, akkor világos, hogy az F(s) az 
C05 31 — COST eget . 
fiíh — HEKNFENNN függvény transzformáltjából adódik az s — 25 
hélyettésítéssel. A hasonlósági tétel alkalmazásával tehát az alábbi követ- 
kezik: 


2 — 
2 
-t-ee(3)- ee) 
aa, 6(35—-9 
1. Fíigys et EF 7 


Észrevesszük, hogy a racionális tört tényező — a táblázat 32. sorának 


felhasználásával — éppen az f(f) — ft .sin3t generátorfüggyvény transzíor- 
máltja. Ennek exponenciális tényezővel való szorzata az eltolási tétel alkal- 
mazását igényli, mely szerint az inverz transzformált egyszerűen t — 1—2 
helyettesítéssel adódik r7! [Fts)] — (t —2Y . sin(ár — éj, ha tt: 2. 


8. Fis) — VT 


2a/ sa 5p 


A táblázat 5. sorára tekintve kitűnik, hogy F az f(r) — vi generátor- 
függvény Laplace-transzformáltjának elcsúsztatottja, ugyanis az s 0 §45 
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helyettesítéssel származik a táblázatbeli függvényből. Ez esetben a csilla- 
pítási tétellel kapjuk az inverz transzformáltat, mély szerint az a generátor- 
függvény exponenciális tényezővel való szorzássai adódik. 


Lt [Fé] et fg zet. vi 


0.10 Parciális törtekre bontás módszere 


Racionális törtfüggvények esetében több olyan módszér ís lé- 
tezik, amely az előzőeknél általánosabb, és inverz transzformációt 
tesz lehetővé. A legelemibb ezek között a parciális törtekre bontás 
módszere, Ennek lényege, hogy a racionális törtfüggvényt — a valós 
analízisben megismert módon — egy polinomnak és elemi résztör- 
teknek az összegére bontjuk, majd — felhasználva az inverz transz- 
formáció linearitását — az egyes tagokat inverz transzformáljuk úgy, 
hogy az egyes tagokra alkalmazzuk az előző részben említett nyolc 
tétel valamelyikét, vagy ha szerencsénk van, egy-egy résztört INVETZ 
transzforrnáltja közvetlenül kiolvasható a táblázatból. Lássunk erre 
példákat! Határozzuk meg az alábbi F függvények inverz Laplace- 
transzformáltját a parciális törtekre bontás módszerével! 


Gyakorló feladatok 


l 
1. F(s) - s(241) 





l 
A függvény parciális tört alakja a következő: F(yr) 5 pill -— [7 
A táblázat 39. és It. sorából az inverz transzformált tagonként azonnal 


I 


leolvasható: 2"! ( —— I zs 1 — cosz. 
BE -k 1) 
35 410 
2. F(X) zZ —— es s 
ME ETTET 
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A nevezőt teljes négyzetté kiegészítve — mivel a diszkrimináns negatív 
— az alábbi törtet kapjuk: F(s) az 2T19 
(542451 
annak 14. és l6. sora hasonlít legjobban erre a függvényre, ennek megfe- 
lelően alakítunk tovább: 


. A táblázatot vizsgálva, 


Fyz ETV hp 4 
(S F2ÉRT1I (5434X64I 
— a. Ste ! 
(s 42X 41 (s RZÉSI 


Ezén átalakítások és az említett táblázati adatok után az inverz transzfor- 
máit £7! [F(5) —3-e ő vcosttá- ett sínt, 
Hivatkozhattunk volnaa 11. és 12. sorra ís, majd pedig a csillapítási tételre. 


A végeredmény természetesen ugyanez. Ennek ellenőrzését az Ölvasóra 
bízzuk. 


2 
s" —27 

3. Fífr) — ——, 

Mn yE 
Bontsuk fel F-et parciális törtek összegére: 
! ERR 4 4. 2 
st2 (5A2Y 0 (sáa2y 
Itt hivatkozhatunk rendre a táblázat 6., 1. és 2. sorára, valamint a 2. és 


3. tört esetében a csillapítási tételre. Ezek szerint — felhasználva a lineari- 
tást is — az inverz transzformált: 


£ [Fo] ee tha ret are 





Fís) s 


$ 423 


4. F(s) — ——————,r——, — — 
(s— 3)(st 4 65-45] 

A résztörtekre bontásnál, ha a szokásos módon járunk el, a nevezőben 
levő másodfokú tényezőt szorzattá bontjuk. Azonban kevesebb munkával 
is célhoz érhetünk, ha ezt a tényezőt nem szorzattá alakítjuk, hanem teljes 
négyzetté, és csak két résztört összegére bontunk: 

l 6 ; 2 
F A s m — at asse ———— 4 ————— — herr—er 
ts) 5—3  sd4ősrr5 §-—-3 3 ís 43) — 4 
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Ugyanis ekkor a táblázat 6. és 37. sorában foglaltak szerint az inverz 


transzformált £7tÍF (9) z e — 3.27! sh2r. Ha a megszakott módon, 
három tört összegére bontva transzformálunk vissza, a következőt kapjuk: 


17) Fa — e 5 ve 5 vet 


Ha a hiperbolikus függvény és az exponenciális függvény kapcsolatát fel- 
ulézzük, akkor világos, hogy a két eredmény azonosan egyenlő. 


259 4 9657 ; 


5. Legyen Fís) — ———! 
(s4— 167 


Vegyük észre, hogy: 
2 2 
(st — agy s (t-t —- (2-BY (2 2Y 
Ha szemügyre vesszük a táblázat 19. és 20., illetve 33. és 34. sorát, akkor 


világos, hogy nem kell tovább szorzattá bontani a nevezőt, elég, ha itt 
megállunk. Ilyen nevezőkkel a résztörtékre bontott alak: 


$" — 4 5" 44 
(szaray (2-4) 


Ínnen pedig az inverz transzforrnált 17! IF (s) -(.coszt tt. chat. 


F(s4 — 


9.11 A kifejtési tétel speciális alakja 


Az előzőekben bemutatott elemi törtekre való bontás mödszere 
racionális törtfüggvények esetén elvileg mindig működik, de magas 
fokszámú nevező esetén a szorzattá alakítás gondot okozhat, és a 
résztörtekre bontás sok számítást igényel. 


Az eljárásnak kidolgozták égy mechanikusabb, kevesebb szá- 
mítással végrehajtható változatát, amit kifejtési tételnek nevezünk. 
Ennek először azt a változatát mutatjuk be, amely valódi racioná- 
lis törtfüggvényekre vonatkozik - melyeknek a számlálója alacso- 
nyabb fokszámú polinom, mint a nevező -, abban az esetben, ami- 
kor a nevezőnek csak egyszeres zérüshelyei vannak. 
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P 
Legyen tehát F(s) — Es) olyan racionális törtfüggvény, 
§ 


melynek 0 nevezője pontosan r-edfokú, PF számlálója legfeljebb 
(ín — 19-edfokú polinom, és a 0 polinom zérushelyei egyszeresek. 
F-nek tehát legfeljebb pólusszíngularitásai lehetnek, azaz F mero- 
merf függvény, és a zérüshelyekre tett kikötések szerint F pólusai 
legfeljebb elsőrendűek. 


Legyenek F elsőrendű pólusai a következők: 51, $2,... őm. 
A feltételek szerint: 
X(s) s 0. OC) 7 0, Pís) s 0, £— 1, 2,...n. 

Ekkor F felírható résztörtek összegeként az alábbi alakban: 


K K K, a K; 
F(z— 4. th — -) — 
3 — $I 4. ltsellls 9 fllsseellé FT ip 








Áz inverz transzformációt tagonként elvégezve: 


RH "I 
KK 
— F-I —. ]! — Ki. ej 
Fa ts di ő 2; — 5; 2. ie 
jr] iz] 
A feladat természetesen a K; együtthatók meghatározása. Ígazolha- 
PCs) 
0(sy i Hi 
meromorf függvény s; elsőrendű pólusában a reziduum értéke; 
KK; — Res( F s), (— 1, 2,...n. 


A kifejtési tétel speciális alakjával határozzuk meg a következő 
feladatokban az adott F függvények inverz transzformáltját! 


tó, hogy £X; — i — 1], 2... n, ami nem más, mint az F 


Gyakorló feladatok 


1. Első példaképpen határozzuk meg az 9.10 I. példabeh függvény 
inverz transzforrnáltját! 


F(s) — el sz 7 —. F-nek három elsőrendű pólusa van: 
s(s2 41) 5745 

s; — 0, az — í, sa — —i. Mindhárom pólusban kiszámítjuk a reziduumot: 
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Ki s ReiF, Ü) — 





352 tl sz(Ű 7 
l 
35-41 

l 


35- 41 


KK: — Rex(F A 


szi  —34I1 2 








K; — Res(iF, — ij 








l 
ts —i —3 -"k l 2 
NNNNA l 4 l l I 
Tehát a résztörtekre bontott alak: Fí(s) — —— —.—-—. 

s 2 s-i 2 sti 
Ebből tagonként kapjuk az imvérz transzformáltat: 
et a e7it 

HNK: 
Ha figyelembe vesszük a cos függvény és az exponenciális függvény kap- 


csolatát, visszakapjuk a korábbi végeredményt: £7! [F (9) — I — €08£. 


E (Fol -1- e — ze - 1 


2 
5" 425142 
2. Legyen Fís) — -———-———, ! 
gyen Pls) 53 — 354 4 2s 
Áz inverz transzformációhoz először szorzattá bontjuk a nevezőt: 


5 "(5 — 1) - (s — 2). Észérint F-nek 3 darab elsőrendű pólusa van: 0, I, 2. 
Ezeken a helyeken kiszámítjuk a reziduumat: 








Z 
3 t2s4b2 
Ki — ReslFís1, 0] — ——— z ] 
W (FG) ) STEG TE 
szü 
z 
12542 5 
K. — ResíFísj, 1) z 356 sz — z — 
2 Ps), 1) 352—6s42[ a, —1 7 
2 
5" 42542 10 
Ka — RKesiFis], 2] — —7———— -—- 
; (75), 2) 352 móst2]. 2 j 
Tehát a függvény parciális törtekre bontott alakja; 
l a 5 
F(s) z — — —— 1 — 
cs) s T-1 "5-7 


Innen pedig az invérz transzformált azonnali adódik: 
1 (Fo]-1—-5-eé45. e 
st s 


MlllÉs 4 — 52 — 36 (52 4 4)(52 9) 
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F-nek 4 darab elsőrendű pólusa van, hiszen a nevező szorzatalakja: 
(s 4 28-(s— ZP) és 4 3)-ír— 3) 
Tehát a pólusok: —2i, 2i, —3, 3. A résztörtek K; együtthatóit ismét a 
rezidnurnok szolgáltatják: 











Ki — Res(-21) - — —— l 
LE Best é E 93 — Os [o 452 — 101 --g 
. ii 
— aga 13 
Ka — Res(2i) — — -- 
2 452 —10lszgy  —26 13 
5 —3 
Ka — Res(mó) — a Tol.--a 26 
§ 3 3 
Ka — Reső)— rola 36-10" 26 





Megkaptuk tehát a résztörtekre bontott alakot: 
i l É l 3 l a. 3 I 
— 13 s42i 13 s-2i 26 s43 26 5-3 





-1.(—-- 3.263 2) 
13 (7 §—-di 2 sti 2 s-3 
Ebből az inverz transzformált tagonként számítható: 


Í . IT 4 Zir 3 —3t 3 ") 
—— m m "— nm — m F 
ft) 5 13 ( € Í-e€ 5 — 7 E -k a € - 


m 1z . (2sin2t 4 35h32) 


155448 . 
4. Keressük meg az Fís) — z 30 függvény inverz 


83 4 594 — lős — 
transzformnáltját ! 


A nevező szorzattá alakítható például páronkénti kiemeléssel, de 
könnyen ellenőrizhető az is, hogy például az s — 4 gyöke a nevezőnek, 
így az (s — 4) gyöktényezővel való polinomosztás is hélyes eredményre 

155 4 45 
(52— 16)(s 4 5) 
hogy F-nek három elsőrendű pólusa van: —4, 4, —5. A kifejtési tétel al- 
kalrmazásához számítani kell a reziduumokat ezeken a helyeken: 


vezet, melynek alakja Fís)j 5 . Ahonnan már látható, 
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Ki — Res(-4) — TE MÉ — - 5 
Ka — Rcs(—5) — Te eT aes -— — 

Fehát a résztértekre pontot alak a következő: 
tos zgyati za Ty 


Ahonnan az inverz transzformált már egyszerűen adódik: 
- 3 -dr ) 3 ar —St 
LO [Frdl zt ze 
[Fésy] ze tze-3e 
Ha figyelembe vesszük még a hiperbolikus és éxponénciális ftigevények 
közötti összefüggést, akkor az eredeti függvény az alábbi alakban ís meg- 
adható: fir) — 3. chár— 3. e7T, 


9.12 A kifejtési tétel általános alakja 


Térjünk most át olyan valódi racionális törtfüggvények inverz 
transzformáltjának előállítására, melyeknek magasabbrendű pólu- 
sal, tehát a nevezőnek többszörös multiplicitású zérushelyei is van- 
nak. Ilyenkor F az alábbi alakot ölti: 


P(s) P(s) 
F(s) -— —— —- — —  — —— o, 
((s (s — s)! (s — s)? aa (s -—- sz)" 
ahol a nevező fokszáma n — ni tirn t... to nr a P számláló 


fokszáma pedig legfeljebb n— 1, és feltesszük még, hogy P(ís,) 7 0, 
zs l, 2, 3,... n. F-et ebben az esetben ís résztörtekre bontjuk: 
K K 
Fi) z 1245, Fe 
5— s (s-gg  (s— s) (s — si) 
Ni Kr a. Kr Kapsz Kin 


FL. —- TT 
877 8k (s — s)" És — sz)" ís — sp 








374 


Innen az inverz transzformált (a táblázat 3. és 6. sora, valamint a 
csillapítási tétel alapján: 


ENÍF(9] - 

— Keen Kizeteettt b Kg3-meettt . Kinp semester 
21 ír — 1 

; ré "k7I 

FKgi ek ht Kgzetvet Kig ez ett... Kang t 77——— ték 
21 (nk 7 1)! 


innen világos, hogy az inverz transzformáció ebben az általánosabb 
esetben is a X;; együtthatók kiszámítását kívánja meg. Ha bevezet- 


jük a 0di(s) : — TÉT egyszerűsítő jelölést, akkor az együttha- 
§.-ilseellő 1 
ták előállíthatók az alábbi formulával: 
l diri PXs) 
(ny — gt dott 059. 
Részletezve az n;-ed rendű s; pólushoz tartozó főrész együtthatóit, 


a legnagyobb indexű tagtól kezdve a csökkenő indexek irányában 
tudjuk egymás után előállítani: 


K -— 




















Pissy — P(s] Hi; 
Kin. - - " Ji ; 
.. 0( On 8 5) 
Pig d I LL 
inj-—I — Kin 2 EZ 
Mine 56]. mt 2 te ss; 
Í saj I [zoo 
Kin -3 — — [—7 ss. Kan — 7 [7 
i 3! [0(9] (a — LES [e 


A kifejtési tétel általánosításának felhasználásával határozzuk meg 
az alábbi függvények inverz transzformáltját! 


Gyakorló feladatok 


I 


1. F(ís) — ——— 
(2-1) 


3io 


Ha a nevezőt szorzattá alakítjuk, a következő adódik: 
l 
F(s) - —— — ———— 
5) ís 4 LÉ(s — LE 
F-nek téhát két másodrendű pálusa van, a —] és 1. F résztörtekre bontott 
. K 
alakja: Fr) — ÉL 4 2, Ken, Ez 
s4F1 (ság s5-IlI (s-iy 
Annak érdekében, hogy a bemutatott elmélet alkalmazása világosabb 
legyen, alkalmazzuk a bevezetett jelöléseket: 


PGY E1, 06) —- (2-1), 91 --I, 9 I, 
(99  . 2 KR €1 0.2 EN 2 
Az zzz ze az gt 19 
A Kg együtthatók most már könnyen számíthatók. Áhogy mondtuk, mindig 


a nagyobb indexűekkel kezdjük a számítást: 





















































ko ROD] LL ! 
7 ADI, 6—-IEl 4 

kp. .[ PE l S 1 i (266 —-0D ú 
00 LO] 16— DJ 6—DÉ[ 
—- SZE - El 

— (5—IV[/04 78 4 

koz P(r) e ] 1 

7 Oda er], 8 

k-lRl .feL] 2. .2EtD 
7 LA LEFÉ[ e er DÍl 

- If. .l 

5 8 4 


Ahonnan a parciális tört alak az alábbi: 


j ] 1 l ] 
Físyz — kt ——— — — — tt —— — 
(s) 5 (sa (SAE  s5-—-i mm) 
Ebből az eredeti függvény exponenciális és hatványfüggvényekkel, vala- 
mint a csillapítási tétel segítségével a következő alakban írható: 
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f(t) — 7 (e ti-ef—ddt-e, 
illetve hiperbolikus függvényekkel kifejezve: fít) — Éj . chr — c - she. 


2 
fej 
— él 
2. Legyen most F(s) TETEGTEÉ 


F résztörtekre bontott alakja most a következő: 
K K K 
LL IZ, 13 


$42 (SáEIE 0 (s4-2E 
Ismét használjuk a bevezetett jelöléseket si — —Z2, az egyetlen harmad- 
é(s) 
z 1 











F(s) — 


; MT. ha E Hi 
rendű pólus, P(s) — s", 0(s) s (sr zy és ím) TENTEGYEŐÉ 





Elvégezzük az együtthatók meghatározását: 























Kiss KN KN a 57]... z(-2y z4 

Kin 5 ESET — (gy en" 2sl- — —4 

kez ga] Öpt 
Ahonnan az F racionális törtfüggvény kifejtett alakja: 

FG- ze gz tm 


Amiből az eredeti függvény: 
ME 
fitnz et. —-4. tert 44. ge z(1-át42é)- et 
st] 
3. Légyen F(s) 5 — erez! 
gyen els s TTgTTö8 


Először is szorzattá alakítjuk F nevezőjét: Fís) — ati 
s .(5—3y 


Innen leolvasható, hogy F-nek az sj — Ő harmadrendű, az s — 3 
másodrendű pólusa. Ennek következtében F kifejtett alakja: 
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Kin, fiz, Kis, zi K22 
£46) § s 9 0 5-3 ($—3y 
A bevezetett jelölések most az alábbi konkrét jelentéssel bírnak: 
P(sYz 541, 06) —-s5(s-3Y, an 50, s z3 


01(s5) — 65—3, 0A(9 zs. 
Ezek felhasználásával az együtthatók: 















































Kuz F(s) 2 58 l - új 

ADI 6—-BEla 9 
[PE (0 166—342—(s41265— 3) 

7 la0l, (s — 391 540 
946 15 5 

81 81 27 

kel íPO] ol. stl 1.2: 

"2 [99[. 2 (5-3 ad 29 9 
K P(s) HI sa 

2 (ís) §—52 s7 5—3 ZA 
km ÍR] .é-etDBE] 1 

1 075) ss) s 23 g 


F kifejtett alakja tehát a következő: 


Fel (te.141. b 44 LL 
Eg his 3 2 3 5-3 3 (6-3 
A generátorfüggvény felírásához megint alkalmazhatjuk, a táblázat 3. és 6. 


sorában foglaltakat - az exponenciális és hatványfüggyény transzforrmnált- 
jait —, valamint a csillapítási tételt, Ezek szérint az eredeti függvény: 


] 5 y.4d u 
m-ge(iránt € tai e 
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4. Legyen Fís) — ETJeZDT 
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F-nek három pólusa van: az sz — 2i és sa — —2i elsőrendű pólusok, 
az s4 — 2 pedig negyedrendű pólus. Ennek megfelelően F főrészek szerint 
kifejtett alakja most így fést: 

K K 
IL A2L o, Aa po Az o, Ko, Kz 
s-d 0 s48 0 5-2 (F—28 U(§-2Y? (5-3gyi 
A. számításokhoz bevezetjük a szokásos jelöléseket: 
P(s) - 1285, (9) — (5 44(5— DS, s — Di, s — —2i, sz 52, 


01(5) — (s 4 2i(s— 2), 02(5) s (s— 25-22 02(s) zs 44. 
Az együtthatókat a szokott módon számítjuk. Vegyük azonban észre, hogy 
az sz és sa elsőrendű pólusokhoz tartozó főrészek egytagúak, a kifejtéshez 
szükséges Xij és Kop együtthatók az si és sz pálusokhoz tartozó reziduu- 
mak. De vegyük észre azt 15, hogy az elméleti összefoglalóban a X;; együtt- 
hatókra adott általános összefüggések erre az esetre éppen a reziduumot 
szolgáltatják. Ugyanis valóban: 


Fish) - 
































j PG) 12845 
K — I MEN 4 E mr — -  ————— ] —,],— ——,—T 
nti (5-5) FG) VIa 6 t206—2] 2, 

KN 5 TEN 128 2128, 

— di(2i—2Y4 3(—-ILá4I8  34(-4 

Hasonlóan: 
. PG) 1285 

Ka cl — . F z Tema 

2 Jim (( nag szaz (£72065—2Y[ 
—256i 128 128 


— -4(—N—2B JAN Ag 3-4) 
Tehát a kifejtési tétel általános alakja abban a különleges esetben, amikor 
a pólusok elsőrendűték, térmészetesen szolgáltatja a tétel speciális alakját. 


Most következzenek a Xaj. 7 I, 2, 3, 4 együtthatók: 


Pi (1285 5 282 a 
(43(3) 52 44 





K34 — 








sz53 szé 8 


SÍPOT fa 
533 7 5651. 7 iz Fal. 7 
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Ét 
1 [pg ]" Et 1512— 1285 eg 
Kaz slag szi rzzaz[ 279 
sz53 ís -k ) sz 


! 
Ka z 1 E jő (1 0 Í2569— 307287 
317 -Tt uzdrlli ÉNEKEK: UN 
"öl €l er]... 


: 
— — .(—24) — —4 
e ) 





Ezek szerint az F Laplace-transzformált résztörtekré bontott alakja így 
írható; 
—1 —1 32 —4 4 
mas zntsrü tsz 6-3 G-2y 
Ha most ismételten alkalmazzuk a hatványfüggvény, az exponenciális 
függvény transzformáltjára vonatkozó ismereteket és a csillapítási tételt, 
adódik a generátorfüggvény: 


fa —edit — et a 37ei — st velt 5 ez 
Az első két tag összevonva lényegében egy cos AZ ABÁ az utolsó három 
tagból pedig az exponenciális tényező kiemelhető. Így az eredeti függvény 


2 
végső alakja F(t) — —2cosZr (32 - 22 - at) elt 


9.13 Nem valódi racionális törtfüggvények esete 


A kifejtési tételt most alkalmazzuk olyán racionális törtfügg- 
vények esetére, melyeknek számlálója legalább akkora fokszámú 


tés 7 ahol 2 n-edfokú, KR 


pedig m-edfokú polinom, ahol m z n. Ebben az esetben elosztjuk 
az RK polincmot maradékosan a €) polinotnrnal: 


R(s) — H(s) (s) t Ps), 
ahol a H hányados racionális egészfüggvény, tehát polinom, mely- 


nek fokszáma mt — n, a P maradék pedig egy legfeljebb (7 — 19-ed 
fokú polinom. Így F az alábbi alakot ölti: 


polinom, mint a nevezője, azaz F(s) — 
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men 


P(s) 
F(s) — 5 kH —— 
des tar) 


P MENNNNS . 
Ebben 7) már valódi racionális törtfüggvény, ennek visszatransz- 


formálása a kifejtési tétellel már végrehajtható. A c;s" alakú tagok 
visszatranszformálásához pedig felhasználjuk a Birac-impulzust és 
deriváltjait. Ugyanis már láttuk, hogy: 

L7(11 — ő(v), így 2" [Co] — Csá) 
Növekvő hatványkitevők szerint haladva tovább, alkalmazzuk a ge- 
nerátorfüggvény deriváltjára vonatkozó szabályt: 


Ló] — s Liő(D] - limö(r) — s 
t— 
Ahonnan £79[s) — őn, £7 [cs] — ci: ök és hasonlóan 
adódnak a magasabb rendű deriváltak 15: 
I7) lersí] — eőökr 
Tehát például elsőrendű pólusok esetén F inverz transzformáltja: 


m-n 


Fo) - Zaódya Eger 


alakú. Magasabb rendű pólusok ésetén a visszatranszformálást az 
előző részben megszokott módon végezzük. 





Gyakorló feladatok 


Számítsuk Ki a következő racionális törtfüggvények inverz transzfor- 
máltját! 


st 


1. Legyen Fís) — ————— ! 
51 cs) st 4 5s5-FŐ 
F átalakításához alkalmazhatjuk a polinornosztás általános módszerét, 


de most egyszerűbben is célhoz érünk: Fís) — I — 56 e- 


(s 4 2Xs4 3) 
vezőnek csak elsőrendű pólusai vannak, így a kifejtési tétel egyszerűsített 


alakja Is célravezető. A két pólus: sa — —2 és sa — —3. Tehát: 


38] 


5516 —1]0-4 6 

















Res( — 2) parar-a MEN NYET: 
5£t6 —-15 tő 
— 3] — ————— zzz Ü 
Res(— 3) 254 5315—-4 —-bt5 
Így F kifejtett alakja Ffs) — 1 FT 
e ] j N 54-42 s§4A 


Ahonnan az inverz transzformált L7! [FC] z Ö(r)t4-eT tt —9.e7őt 


3 
s tl 
2. Le Fi z ——  ——-Il 
gyen fs) st — 754I 


Folinomosztással leválasztjuk -ből az egészfüggvényt: 
5-41-(s42(5—2541) 4(35-1) 
Így F visszatranszformálásra alkalmas alakja: 
35—- 1] 
(s - ly 
A törtfüggvénynek az s — 1] másodrendű pólusa, így a visszatranszformálás 
a kifejtési tétel általánosításával végezhető el. F résztörtekre bontott alakja: 
Ki Kig 
mzs42-t kt 
kozzetett ezi tg-r 


szokás szerint bevezetjük az alábbi jelöléseket: 


Fist 2- 





P(ís) z 35 — 1], ís) — ís LV, Odíis]) s ls) 7 - 1. Ezzel: 
ís — 1) 


Pís) 
01659 [ 


[PO] 
s. ő]. 


Tehát a következőt kaptuk: F(sj- s42 t—T 


Kia — 





— 3g a 1 - 





3 2 
5-1 6 — 12 

Ebből pedig az inverz transzformált a Dirac: impulzus, annak derivált- 
ja és a csillapítási tétel alapján fit) — a" (t) 4 2Ó() 36 4 2r-et. 


29 — 35 4 4, 


3. Legyen F(s) — $- gy 
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Először elvégezzük a két polinom Mmaradékos osztását: 


255— 3544 7 (2524 6s415)(5? — 352) 445524 4 
Majd a nevező szorzattá alakítását: 


455" 44 
s2(s— 3) 
A kapott valódi törtfüggvénynek az si — Ü másodrendű, az sa — 3 pedig 
elsőrendű pólusa. A kifejtési tétel általánosításával dolgozhatunk tovább, 
ha használjuk az alábbi jelöléseket: P(s) — 4547 4, (Kr) — § (6 — 34), 
ki 5 
016) - ED - 5-3, 09 - £2 7 52, 
A r—3 
F a résztürtekre bontás után az alábbi alakot ölti; 


F(s) — 28 654154 ÉL a Biz, Ézi 


F(s)— 25" 465415 











s 0 s-3 

Az együtthatókat a megszokott módon szármnítjuk: 
koz POLI 8574 4 
2 ag 573 [d 3 








3] 45341 
ola LL 5-3], 














ad) 
— 90-s-(5—3)-4 (455134 4) 4 
Ni (s — 38 9 
szú 
2 
Kai z Res(3) z F(5) nz 455 t4 tá — 409 
09]l-. 327-6Í[.. 9 
Tehát F kifejtett alakja: 
4 4 409 


F(s) — 257 4 654 15 4 —- —- — $ ——— 
45) 90 387 9(s—3) 

A generátorfüggvérty Isrnét a Dirac-delta deriváltjaival és a táblázat 1., 2., 
6. és 59. sorának felhasználásával ejezbető ki: 


fr) — 20) GŐ) 4 A 5Ó() —— — rt 9. 31 
A racionális törtfügevények visszatranszformálására bemutatott kifejtési 
tétel általánosítható arra az csetre, amikor az F függvény nem polinomok 
hányadosa. A legegyszerűbb ilyen típusú függvény egy olyan tört, mely- 
nek nevezője polinom, számlálója azonban polinomok és exponenciálisok 
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szorzatának összege. Legyenek Aj, Aa, . . -An adott konstansok. Ekkor a 
nevezett F általános alakja: 


F(s - DDT PGY ÉV E PGy et aa. PG) ÉV 





CS) 
ahol a PF, függvények polinomok, 6? is polinom. Ha ezt átalakítjuk 
Foísd . P(G Ars , Falg) Ass te 164 SAE 
F(s5) — r—---el 4—6—-el th... tgk 
Nap 99 " "95 065) 


formára, és felidézzük a Laplace-transzformált exponenciálissal való szor- 
zásának tételét (eltolási tétel, akkor a visszatransztormálás módszere vilá- 


gos. Minden egyes kel polinomot visszatranszformálunk a kitfejtési tétellel 
a mégszokott módon, majd ezekre alkalmazzuk az 

L[fea d] zés Ef] — é5 Fo) 
eltolási tételt. 

Alkalmazzuk ezt a módszert az alábbi függvények visszatranszformná- 


lására! 


ergé 


4. FG - —r— 


Hozzuk először F -et a bevezetőben mutatott alakra: 


ha l : 35 A . — és 
eaz szngrn) " Tt GZBGED 


Alkalmazva a bemutatott jelöléseket: 
Pils) 1. P(9)- s 9-1 


Először visszatranszformáljuk külön-külön a racionális törtfüggvényeket. 


Mindkét tört két elsőrendű pólussal rendelkezik, a rezidnurnok kiszámítá- 
sával felírhatjuk a résztörtekre bontott alakot: 


fPís) - hg . 1 
kes (20 1) j 5. 02 
P(s) 5 1 
es ( d -1) z oz 


Pots) 26 
Res Ét 1) uzi 35 h- 


384 














I 


2 





Res Fay -[tÍ- És - 
Cs) 25 
Ahonnan a felbontás: 

l 1 l 1 l ] 
Fo-2(—g mg 5" ( At. 
3) 2 45-i sál," "2 S-T "sr j 
A genérátorfüggvényt is tagonként írjuk fel. Először ismét a törtekkel fog- 

lalkozunk: 


E7! ÉS - 2 ( - e") z shi 





js—-] 





(As) 2 
pi Ér — 5 (e - e") — chi 


Ezt persze táblázat felhasználásával is azonnal felírhattuk volna. Erre a két 


eredeti függvényre — az éxponenciálisokkal való szorzás miatt — alkalmaz- 
zuk az eltolási tételt: 


f0 - shír-k 3), ha—3 e r-e2, 
cher — 2) tshír tt 3) ha2 zt. 


Az egységugrás függvény felhasználásával szakaszokra bontás nélkül is 
felírható a generátorfüggvény: 


fít) - 1—24-chr— 204143) -shér 4 3) 


he — (sp) ertt— (s — 1) vers 


fi § 
5. Legyen F(s) — xi 452 3 4s 


Írjuk F-et az alábbi alakba; 


] - sti. 5-1 
Fígyz ——— eto aa TT —r 
cs) (s — 28 " sís—2y eg sís— 2y ji 
Pina 
0(í5) (6-2 


A korábbiak alapján ennek inverz transzforrnáltját azonnal felírhatjuk 





A szokott jelölésekkel 


I vo, - ] 
a csallapítási tétellel n-biI— lt t 2 


A második és a harmadik törtet a kifejtési tétel általános alakjával 
tudjuk visszatranszformálni. Mivel sj — 0 elsőrendű, sa — 2 másodrendű 
pálus, ezért a szokott módszerekkel; 
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FPi(s) he st] k KILL a. Kat 4 Ka - 
(s) síse2E o s 5-2 (—-2y 


-ijí ! , 6 
—d4dAs 5-2 ($—2gB 


PIÁS) se] . fh, Án ,  Áz 
O(s)  sís— 2) s 0 s-2 (5-2 


J1(14.5 , 6 
d s 5-2 (5—2y 


Ezek alapján a generátorfüggvények a táblázat felhasználásával: 


L7! Era - 2 (1 — et 4 6.r.ett) 



































(S) 
17 Era z 2(-145-et46-1-e?) 


Összevonva a kapott eredményeket, felírhatjuk az F Laplace-transzformált 
generátorfüggvényét. Legegyszerűbb, ha az egységugrás függvényt hasz- 
náljuk: 

FC) 7 1(t— 1) (4 — 1) et 


4—-Kr— 2) ( — e 46-42) ez) rk 


kH 


FIA hl - 


(1 — 3): (-i 15. el 6-3). e2— 3) ) 


9.14 Inverziós integrál 


Ebben a részben vázoljuk annak mádját, hogyan lehet teljésén 
általános alakú függvények — tehát nem racionális törtfüggvények 
— inverz transztormáltját előállítani. Már említettük a fejezet elején, 
hogy az F függvény inverz transzformáltját az alábbi úgynevezett 
inyverzióős miégrállal állíthatjuk elő: 

b da ni új 


fít) — szadim, / F(s)-e"ds, (20, 


TT — it 
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ahol F minden s; szinguláris pontjára Re(s;) c ag c 0, ag a kon- 
vergenciaabszeissza, és az integrációs út bármely olyan képzetes 
tengellyel párhuzamos egyenes, melynek valós tengellyel valá a 
metszetére c 5 og teljesül. 


Ez az inverziós integrál közvetlen számításokra nem alkalmas. 
Most viszont kihasználhatjuk azt a lényeges feltételt, hogy s komp- 
lex változó, és Így az integrál kiszámítására például alkalmazhatjuk 
a reziduumitételt. A módszer lényegében ugyanaz, ahogyan valás 
improprius integrálokat is kiszámítottunk a reziduumelmélet feje- 
zetében. Legyen ezért először e végés, és tegyük zárttá a görbét 
a 9.11 ábrán látható módon két valós tengellyel párhuzamos sza- 
kasszal és egy tfélkörrel. 


Tegyük fel, hogy az F függvény kielégíti a Jordan-lemrna felté- 
teleit (lásd a reziduumélmélet fejezetében a valós integrálok kiszá- 
mitását). Ez biztosítja azt, hogy w — 00 esetén a félkörre vonatkozó 
integrál tart a zérushoz: 


ÚTI —a nő 


lim Ír eds - 0, ahol y:Ís] 5 w, Re(s) s 0. 





0.tl ábra 


Ugyancsak a Jordan-lemma biztosítja azt is, hogy a két valós 
tengellyel párhuzamos szakaszra vonatkozó integrál eltűnik, hiszen 
az integrandus [s] — 60 ésetén egyenletesen tart 0-hoz, az integrá- 
ciós út hossza pedig véges és állandó marad. 
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Mivel F összes szinguláris pontja a cg egyenestől balra esik, 
így ha ev elég nagy, az összes szinguláris pont a zárt görbén belülre 
kerül. Így alkalmazható a reziduumtétel: 


fh - ——  Zri - es (F(s)-e", sz), 


ahol a 5 az F függvény összes szinguláris pontjára kiterjesztendő. 


Legyen most F konkrét alakja az alábbi tört: F(s) — OGY ahol 
ax 


P és 0 most már nem jelent feltétlenül polinomot, de mindketten 
reguláris függvények, és a nevező zérushelyein a számláló nullátál 
különböző értéket vesz fel. 


Tegyük fel elsőként, hogy § csak elsőrendű pólusokkal rendel- 
kezik, tehát O(s) — 0, 9/(si) - 0, P(si) A 0, ahol az s; pontok 
(( — Il, 2, 3,...n) az F függvény pólusai, melyek akár végtelen 
sokan 18 lehetnek. Elsőrendű pólus esetén a reziduum: 


Res (aa . e", s) — P(si) . err! 
0(5) 9" (si) 
Ezt helyettesítve a reziduumtétellel kapott összefüggésbe: 
P(s;) j 
fi) 7 veti 
37 0 (s) 


éppen a kifejtési tétel speciális alakja, mely ezek szerint változat- 
lanul igaz racionális törtfüggvényeknél általánosabb alakú függvé- 
nyekre ís. 


Megjegyezzük még, hogy a kifejtési tétel általános alakja is 
igaz marad, csak a reziduumok kiszámítása nagyon hosszadalmas 
feladat, agyanis ekkor: 


mt P(s) st em 1) 
fit) — Vim ei az — Ti (6 - sí) 96 -e ) 


Az említett ok miatt ébbén a példatárban csak az elsőrendű pólusok 
esetével foglalkozunk. 
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A reziduumtétellel kapott eredményre tárnaszkodva szárnítsuk 
ki az alábbi függvények inverz transzformáltját! 


Gyakorló feladatok 


I 
1. F(s) - shi 


F meromort függvény, melynek végtelen sok elsőrendű pólusa van, 
ezek az $, — 2kiri imaginárius számok, k — ...—3,—2,—1,Ú, 1], 2, 3, . . 
Ugyanis shí2keri) — shŰ — Ő a periodicitás miatt. 


De sh" (sp) — ehí2kzi) — chí0) — 1 A 0. 
Minden pontban kiszámítjuk a reziduumot. 
Mivel Fís) — I, 0(ís) — shs, ezért 
— ——— z — z] 


Res P(s) s] - Piso ki — 
0(s)" Ort) szg chí sz) I 


ami azt jelenti, hogy F generátorfüggvénye az alábbi mindkét irányban 





végtelen sorral adható meg: fíi) 5 a ek pa er tézi0 Ha itt figye- 
Ka — ín Ékz- mm 


lembe vesszük a cos függvény És az exponenciális függvény kapcsolatát; 


ff)E1t Te telderit) ag eeetéri 5 2cosköztt 


kzi kzl 
A megoldást tehát Fourier-sor alakjában kaptuk meg. 


thy shs 
— — uz 1 
2, Legyen F(s) ; meh 


F szintén meromort függvény. A nevező zérushelyei az s s Ú pont, 
valamint a chs függvény zérushelyei. Ezeket szolgáltatjaazeé te" 7-0 
egyenlet. Átrendezéssel e - —], 25 — In(-1) összefüggést kapjuk. Ha 
felhasználjuk az In reláció végtelen sok értékűségét, akkor adódik, hogy: 


ktl 
7 (2 4 kr)i- E Ti k zo —eb... 00 
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Az s —m Ü pont nem pólus, hanem megszüntethető szingularitás, az 5, 
k € £ pontok viszont elsőrendű pólusok, hiszen €ísy s s - chs jelöléssel 
GC (s) — chs- 5-shs-ből következően 0/(s) — 0-4 s.-shak z0hak EZ. 
Ezért alkalmazhatjuk a kifejtési tételt az elsőrendű pólusokkal rendelkező 
függyény esetére: 


shs 


- shsr 
chs -k s - 5hs 


RKesl F z — 
es(F, s) szeg Chóg tos: shsy 





Li F 


(sk ÖkENni 
Ezért F generítarfüggvénye: 


02 - 1 2k-bl jy; 
— — e. tm. ÉG m————] nm 
MD v- x 92 krimi" 


szállt. 


Á szurmamajel mögött álló tagok párosíthatók, vegyik észre, hogy £ — és 
-I ,£—-— lés -2 KK — 2 és —3,... értékpárok esetén a tagok együtthatói 
és az exponenciális függvény kitevői abszolút értékben egyenlők, csak 
ellentétes előjelűek, így f az alábbi egyszerűbb alakban írható: 


2 l jkelgy  Zktl ej 
tő Prrezrál Ville § et) 





k - 
Vegyük észre, hogy a zárójelben a sin ( -) függvény 27-szerese áll. 


Ha ezt írjuk a helyébe, az f generátorfüggvényt ismét Fourier-sorba fejtve 
mag HR (Ez 1) 
2kt1 2 I 
kzf 


2 


3. Legyen Fís) — er 








. 4 
kapjuk: fit) — nö 


Ebben az esetben P(s) — 57, 0(sy sz 1 — e7. Ez utóbbinak a zérüs- 
helyei: 1— €7 — 0 ef — I, 9 — k-2rxi, k E 7 alakban adódnak. Mivel 
0 (9 - —e, O(s) — -157ÜKEZ Aa zérushelyek mind egyszeres 
muitiplicitásúak, tehát az sz imaginárius szármnok mindannyian elsőrendű 
pálusok. Ezekben a pontokban a teziduum: 

Fi) 


2 
- — ák z aZ ho 4mkl 
Res(F, s) - ga a ze 7 78 — 4mk 
—8g 








390 


Ezért a generátorfüggvény kifejtési tétellel felírható alakja: 
fins 2 da kő veti 2 ag? B KŐ. evi 


hks—eg m-en 


Az összeg k — 0-ra adódó tagja eltűnik, és könnyen ellenőrizhető, hogy 
a többi tag — tl, kk  $2,... esetén isrnét párosítható, az együttható 
ugyanaz, az exponenciális kitevője pedig elléntétt, tehát: 


KT 
2 kezztit —k-égvit 
fe z 47. Vk "(e te ) 
kzl 
Ahonnan a szokásos koöszinuszos helyettesítéssel adódik a generátorfügy- 


vény Fourier-sora fit) — Br? ps - cosik : 2 tk 
k-] 


9.15 Taylor-sorok 


Nagy fokszámú polinomok esetén nehézségekbe ütközhet a 
gyökök meghatározása, a szorzattá alakítás. Ilyenkor hasznos lehet, 
a függvénynek a Taylor-sorát meg tudjuk határozni, amely a 
hatványsor középpontjától nem túl nagy távolságokra viszonylag jó 
közelítést biztosít. Konkrétabban fejtsük sorba az F transzfortnáltat 





l . i c c c e 
— hatványai szerint. F(s) — 6-7 474 — HF... A sort 
§ k s st g 
k-I 
; : ; ; n! 
tagonként visszatranszformálva — felhasználva az LÍ"] — 7 
hej 


összefüggést — az alábbi hatványsort kapjuk: 
C3a , T€Tág . — Ékti 
jözatettzzé tai te. söJra 


Ha ez a hatványsor konvergens, akkor a konvergenciatartományon 
az L7VÍF(s)] Taylor-sorát kaptuk meg. A probléma itt nyilván ab- 
ban áll, hogy a linearitásból adódó tagonkénti transzformálhatóság 
alkalmazható-e végtelen sok tag esetére. A gyakorlatban előforduló 
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esetekben az eljárás helyes eredményre vezet. Ha f és F Taylor- 
sorára tekintünk, világos, hogy teljesülnie kell a 


im (0) sz lims - Fís) — ci 

1 §— tr GE 

feltételnek. Igazolható, hogy az eljárás alkalmazható, ha létezik az 

f függvény 0 pontbeli jobb oldali lim j f(r) határértéke, ez azonban 
1—r 


F-ből nem olvasható le, Sőt előfordulhat, hogy s " Fis) határértéke 
a 00-ben létezik, de f 0-beli jobb oldali határértéke nem. 


Az ismertetett eljárással határozzuk meg az alábbi függvények in- 
verz transzformáltját! 


Gyakorló feladatok 


E. Először egy ismert függvénypárt vizsgálunk meg. 

él 
Legyen Físi — T-zi" 
határértékekre vonatkozó feltétel is, ugyanis: 


z Ű li hz líim shat— 0 
gal 49 corá ál 





ekkor tudjuk, hogy f(x) — shar. Teljesül a 





as 
im s F(s1 — Jám 1977 


Fejtsük Taylor-sorba F-et a közismert mértani sor felhasználásával: 


2 4 
(I A a E a 
Fish) — -—— - 4Ht— tt... li ls 


7" 








— — § — a -k 2 4... 4 -k 
ei st 56 sza 
Tagonként elvégezve a visszatranszformálást az 
1-1 ai Hi a7n—1 j permi ül (atye l 
an (2n— 1)! (2-1! 
összefüggés felhasználásával megkapjuk a generátorfüggvény Taylor-sorát: 
(a ré -] 
z ——— ri zs shat 
0 :(22— 1) ki 
rt 


Valóban a £ me sh(at) függvény mindenütt konvérgens Taylor-sora. 
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2. Következő illusztráló példaként legyen f ismét racionális törtfügg- 
f.j 
ény: Fís) — ———. 
vény: F(s) 4-1 
F-et Taylor-sorba férthetjük, ha ismét felhasználjuk a mértani sört. 
Eszerint: 
] j l l 1 l 
F(j-— — sz lez tatazt])- 
5) — a 18 ( sur ÉN F 
yt 


EL 


z1l TF .. rag t - Yzma din 3 


Ennék génerátorfüggyénye tagonkénti visszatranszformálássat: 
p p5 16 pint 
tö-gtatinteetareni te 
amely Taylor-sor a 0-hoz közeli ! értékekre jó közelítést ad. Ellenőrzés- 
képpen megoldjuk a feladatot egy korábbi módszerrel is. Felbontjuk F-et 
parciális törtek összegére. A célnak megfelelő felhontás most például az 
alábbi: 
5 
mesz a-i 2 giri 
A táblázat 26 és 11. sorának figyelembevételével az eredeti függyény a 
következő: 


H 


ma] - 


za 


l l 
fi — 2 . cht — a 905I 


A két eredmény összehasonlításához írjuk fel ezek Ő körüli Taylor-sorát, 
majd vonjunk össze: 


Lal — n Il — 
fú) - za9 ötersriat- 10 Dadi en 2 2. (11-60) a nyi 


Ennek a sornak a lagjat páros n esetén eltűnnek, váratlan n esetén pedig 
nz 2£t1 jelölés alkalmazásával az 


pixel mé pia 


főzz y2 (4k 2)! -KTD] 


sort kapjuk, ami  ontosan megegyezik. a korábbi eredménnyel. Etólag el- 
lénőrizhetjük a határértékekre vonatkozó feltétel teljesülését 15: 
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. j — gi - 0 
dm s F(s) sze A — 1] 

cht — cost 
hím írt — lim-—-— — 7-7 (ű 
Jim FC , r-aÜ 2 


Tehát ez a dolog is rendben van. 


l 
3. Állítsak elő hatványsor alakban az F(s) — 7 sin pi függvény inverz 
transzformáltját! 


l 
Használjuk fel! a sin függvény Taylor-sorát, ahonnan z — F helyette- 
sítéssel megszületik F Laurent-sora: 


I . " nértl I 
koz gNm GT azén 


-agrni (—1y ] - A L.RVE Lo 
On FLY séntb gat od st gi 


Ahonnan az inverz transzformált Taykor-sora: 


0-h-afrb5-nőt p EDE 
10 má o 4ab o SI ól 7! — (nin — 1! — 14 
d. Állítsuk elő az F(s) — e függvény inverz transzformáltjának 


Taylor-sorát! 


Támaszkodjunk a szokásos módon az exponenciális függvény Taylor- 
sorára, majd abban végezzük el a z — . helyettesítést! 
ll 1 al 1 
rtb Bs ás B-t 
nsü nzü 
Innen a generátorfüggvény Taylor-sora: 





3 


alt o rt t 
am 7 2 gy (Gy 


394 


9.16 Numerikus sorok összegzése 


A Laplace-iranszformáció segítségével bizonyos típusú végte- 
len sorok összege könnyen meghatározható. 
Induljunk ki az 5 — pi numerikus sorból. Tekintsük a sor a, 
nzű 
tagjait úgy, mint egy folytonos függvény egész s helyeken felvett 
értékeit. Legyen ez a függvény az f generátorfüggvény F Laplace- 
transzformáltja, tehát: 


an,  F(ín) n7 űl, 2... 
Másképpen: a, — Fo], tai / titi esti . 
ú szi 


Az F Laplace-transzformált ismeretében az f generátorfügg- 
vény meghatározható. Ha a sor egyenletesen konvergens, akkor az 
összegzés és az integrálás sorrendje felcserélhető, így a következőt 
kapjuk: 


PV - f/ TD eat - f/ De - roja 
1—D nzü £70 sEn 6 szzü 
Mivel t 5 0, ezért e" cz I, tehát egy g — e" hányadosú mértani 
sor adódott, amely konvergens. Feladat tehát a mértani sor összeg- 
zése, majd az összeg és f szorzatának integrálása a kijelölt határok 


között. 


Megjegyezzük, hogy az alábbiakban kidolgozott feladatok az 
analizis más — egyes esetekben elemi — módszereivel is megold- 
hatók. Igaz ez a numerikus sorak összegzésére, a differenciále- 
gyenletek megoldására, valós integrálok kiszámítására, a Fourier- 
sorfejtésekre stb. A bemutatott eljárások mindössze a [Laplace- 
transzformáció sokrétű alkalmazási lehetőségeiből kívánnak ízelítőt 
adni. 

Áz ismertetett módszerrel számítsuk ki az alábbi numerikus 
sorok összegét! 
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Gyakorló feladatok 


l t 1 

., § ———  z — th —-t — 4... 

LA KÖNTT) 2.3 4.5 6.7 
H- 


Először is írjunk sz helyére 5-et, így előáll a Laplace-transzforrnált: 
l 
KLÁNETHTEST 


Az inverz transzlormáltat parciális törtekre bontás és kiemelés (vagy a 
kifejtést tétel) után kapjuk. Mivel: 








I l 
Fís) - — — Stt f-—- 
(5) 25 x 


ezért a generátorfüggvény: 
.1 
19-5:(1-e) 


Megpjégyezzük, hogy a hasonlósági tételt is alkalmazhattuk volna az inverz 
transzformált előállítására. 


Kiszámítandó ezek után először a mértani sor összege. Mivel a kvó- 
ciens 17 z e", ezért: 


e! 
37 le) 
]— e7 
nen az alábbi integrál adja a keérésétt sorüsszeget: 
a —rf 1 
sz f ll 5: fi — et jat 
Először egyszerűsítjük az intégrandutst: 


ag —r 
szz:f — E. udt 
2 Jo tae 


Ez az integrál például az u — e helyettesítéssel kiszámítható. Az ered- 
MÉNY : 








[1 at] 


21 -1 
t- [in] 4 e 2 — e 1] — —In2--I 
üt 
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. l 
Tehát a numerikus sor összege ——  — —]- . 
üi 2 ETO FT) in 2 
HI 


22) 3-5 4-IR 
Helyettesítsük 7r-et 5-sel, amivel megkapjuk a Laplace-transzformáltat: 
z 
F(s) — —— — 
s(a2 — 4) 
A táblázat 29. sora alapján a generátorfüggvény: 


t-t 
Hz shit e eze 


gr 





Először kiszámítandó a mértani sor Összege; 57 (e -y e 


sza 
Ennek felhasználásával a sor összegét az alábbi integrál adja: 


na ea (e Hl ey 
s [dei 


Az intégrandust alkalmas módon átréndezve, majd egyszerűsítve kapjuk az 
alábbi égyszerűbb alakot: 


§ sz a) (raer) (et — eat — 


I 


e a] 
gi / le" retege e jdt 
ü 


Ez az integrál már könnyen kiszámítható: 


T— 





i e" et era gat ki 
47 — fé .£ , HF — d — 

áá dás ekét 

ú 

I I ] z 
za —-.(—-1-242ri) e 

7 (-1-ztzta) 
- 2. zi2-etári 1 (-z]) a 

4 12 04 I37 48 
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ee 


2 
Tehát a sor összege ————,— — sz e, 
ezaté zaj 7 a 


Ha 


2 3. ő 8 
3. —————— — — t— tt —— tb... 
VET g krz 225 


Az n — s helyettesítéssel kapjuk a Laplace-transzformáltat: 
28 


2 
(s? — 1] 
A. táblázat 34. sora alapján a generátarfüggvény: 


— e" 


F(s) — 





Í 
f()yerosht—t 


Elsőként ismét a mértani söt összegét szárnítjuk kt: 
Vg EG 
l — er! 
5-2 
Végül a sor összegét az alábbit integrál szolgáltatja; 


iai gr i —[ 
é é —€ 
z : . idt 
; / l—ert 2 











Áz intégrandust átrendezve, szorzattá alakítva, majd egyszerűsítve kapjuk: 


Sz 5. [ (14e") ette: (ee td 


Ez kiszámítható parciális integrálással: 


ert 5) L 1 f (G 5) 
. 1 —ár——-]j-ri ——. — 4 — [dt — 
(E —] ú 2 b -] 2 


l -—t e" hi 5 ( 7) 9 
—- ——t]űfx. —— z —- 111 — [/ - —é 
1-2 je ! [. 7) a) 8 


áz 


ba] — 


A kiintegrált rész például [L"Hospital-szabállyal számítható. Tehát a sor 


.. Zn 5 
ÖSSZEBE ———— — — zzz —, 
örese ást 
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9.17 Integrálok kiszámítása 


Bizonyos ésétékben a Laplace-transzformáció felhasználható 
határozott integrálok kiszámítására. Tegyük fel, hogy az integran- 
dus az x változón kívül valamilyen t paraméternek is függvénye. 
EKKor a határozott integrál értéke függ a ! paramétertől: 


b 
fh - / gix, dx 


Vegyük mindkét oldal Laplace-transzformáltját. Korábban már em- 
lítettük, hogy a gyakorlatban előforduló esetekben legtöbbször fel- 
cserélhető a transzformáció és a paraméter szerinti integrálás sor- 
rendje. Vegyük azonban észre, hogy az integrálás szempontjából a 
t a paraméter, a Laplace-transzformálás során viszont az x integrá- 
ciós változó tekinthető paraméternek. Ezzel: 


b b 
F(sS) sz LIFE) —[ f/ gÁx, har - f/ L[gGx, n] dx 


A módszer akkor előnyös, ha LÍg(x, e] imtégrálja egyszerűbben 
számítható, mint az x me e(x, t) függvény integrálja. Ekkor először 
kiszámítjuk a transzformált integrálját az s paraméter függvénye- 
ként, majd a kapott eredményt visszatranszformáljuk. Ez szolgál- 
tatja f-et. Lássunk erre néhány példát! 


Gyakorló feladatok 


1. Szárnítsuk ki az f(th — f - e. Rex, á 5 Ü integrált! 
ü A 





Képezzük mindkét oldal Laprlace-transzformáltját. A műveleti sorrend 
felcserélésével kapjuk; 


li 
x x 
Físz ——— zt x 
p tat xjas 


Az imtiegrandust parciális törtekre bontjuk, és tagonként végezzük el az 
integrálást. 
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mé 2 2 
] § a 
F(r) — —— mee na AE Ídx — 
st — gl / (a hsz xi ma) 


c s ear (2) - a rog (JT - 
7 os2 og ü § ü afla 


— (5-5 
sZ — gl 2 2 Ms ta) 


Ennek inverz transzformáltja szolgáltatja a keresett integrált: 


fít) — e" tz0az0. 





Javasoljuk a Tisztelt ÖOlvasónak, hogy vesse össze ezt az eljárást azzal a 
módszerrel, ahogyan a reziduumtétellel számítottunk ki valós integrálokat. 
Látszik, hogy itt jóval egyszerűbben célhoz értünk, azonban a reziduumeél- 
mélet ebben a problémakörben sokkal széleskörűbbén alkalmazható. 


8 
2. Számítsuk ki az f(t) — / e" dx integrált! 
jú) 


Laplacé-transzformálva mindkét oldalon: 


Can 7 ja) 
F(s) - [60] - J ee] - / ——zdx 


Számítsuk ki ezt az integrált: 


F(ís) — A jaretg-Ze T kél . VT 
"dü 





27 02 us 
Az utolsó azonos átalakítás azért volt hasznos, mert igy azonnal látszik — 
a táblázat 4. sora alapján —, hogy az inverz transzformált: 


x 1] 
f(f) — vel 
Pall? 
je 
Tehát a keresett integrá! értéke / e" dxz LT 
ú 271 


Innen például z — 1 helyettesítéssel adódik ez a közismert eredmény : 


mo? 
/ gt dx z AT 
ik 2 


JO 


wa . 
sin Íx 


3. Legyen Fft) - f —g— dx! 
an x 


A szokásos módon először mindkét oldalt transzformáljuk. A táblázat 


18. sora szerint F(s) — L[F0j - [3 . NY zülll 
a x sí 442) 
elvégezve: 


2 fő 1 2 ax" s d 7 
F zt 4 ee —t ——— a — tt —. — 
(5) § / 52 4 4xt dx 3 [dretg § ] 2 s 2 


A. visszatranszformáláshoz használhatjuk a táblázat első sorát, így ezt kap- 


juk: F(f — 7 .t. 


dx. Az integrálást 


8 2 
Tehát a keresett intégrál értéke f/ kél 5 dx - 5 :t. 
új xX 





"sinő ax 
ax 
tétellet kapott korábbi eredményünkkel. 





ag: ; IT , 
apeciálisan r — ] esetén dx — 7 összhangban a reziduum- 


9.18 Fourier-sorfejtés 


Tudvalevő, hogy ha f periodikus függvény Tf periódussal és 


í - 7 körfrekvenciával, akkor f valós Fourier-sora: 
f()—- 9 (Arcoskot 4 B. sin kot) , 
k—0 
illetve ugyanennek a sornak a komplex alakja: 


FG — DC ele 


kzÜ 
A valós és a komplex együtthatók kapcsolata; 
Az — B 
Cas gs Co — Ag, 


illetve az inverz kapcsolat: 
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Ag - Co Ax — 2- KReCk, B, sz —2: ImC e. 


Mi az utóbbi áttérési formulákat fogjuk használni. Ugyanis a 
Laplace-transzforrnáció segítségével a Fourier-sor komplex alakja 
adódik természetes módon, hiszen az együtthatókra az alábbi integ- 
rálformula ismeretes; 


NT ld 
C4EZ . / FE eti 
T Ja 


Ez nagyon hasonlít f Laplace-transzformáltjára. Ezek kiszámítása 
után Az és B. már viszonylag egyszerűen adódik. A módszer lénye- 
ges eleme, hogy a C, együtthatókat integrálás nélkül, egy Laplace- 
transzformációs táblázat segítségével tudjuk előállítani. Legyén en- 
nek érdekében f periodikus függvény T periódussal (9.12 ábra). 





9.12 ábra 


Ekkor f-hez a 9.1. 12. példában megismert módon rendelhe- 
tünk egy impulzusfüggvényt az alábbi formával; 


Hi e j . ffíd haüdíizT, 
fr - (10—-16—T)-fG-( S különben, 
Ennek Laplace-transzformáltja: 


T T 
Frís) / fr(f) e "dt sz / fit) eredt 
ű Ü 


Ha összehasonlítjuk ezt a formulát a €, együtthatókra vonatko- 
zó integrálformulával, azonnal adódik, hogy a komplex Fourier- 
együttható kiszámítható egy Laplace-transzformációval, ha a 
transzformáltban egyszerűen elvégezzük az s — ikw helyettesítést: 


l , 
C-t [FT] a 7 az . Fr(ikw) 


iz jrkin 
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Gyakorló feladatok 


1. Fejtsük Fourier-sorba a fenti módszerrel az alábbi hárornszögrez- 
pést (9.13 ábra). 
zt T 
T" ha gftg az" 
h0- lelt 2 ha 2 tiz Tf, 
A(t4 FT) különben. 


T ZT 


9.13 ábra 


Ez a periodikus / függvény impulzusfüggvények kombinációjával az 
alábbi módon adható meg; 


70 - 10-i) -746-D)- een) 7 


Átrendezéssel közvetlenül Laplace-transzformálható alakra hozzuk: 


fr ea F ra (1-2) (2) etve 


Ebből felírható a Laplace-transzformált: 
2 -ks —Ts 2 -É: 2 
Fr(5) — az (1-2-e 25 4e hez (1-e 2") 
Innen s — iek helyettesítéssel azonnal megkapjuk a komplex Fourler- 
együtthatókat: 


Ún —2 -T -ikev z 

asz ig (1- ) 
kő 2z T.köv? li 

Helyettesítve a T — z kifejezést, egyszerűsítés után az alábbi formulát 

kapjuk: 
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(1- 59) 
Jé . kz 
Egyrészt látszik, hogy €4, valós szám minden £-ra, tehát 8, — 0, 

rk — 1], 2... ., másrészt: 


Cr — — k-Ü,1,2,... 


2 
Ar 22:ReC, — 264 - AZ) 

kz 2: Relkz2lk ze 
Innen leolvasható, hogy páros £ indexek esetén A, — 0, ha £ páratlan, 
tehát k — 2n 4 1] alakú, akkor viszont: 

—4 

———z k- 1], 2,3,. 
mi. ké 
k — Ű esetén a formula közvetlenül nem ad értéket. Ha azonban a €, 


eredeti kifejezésére kétszer alkalmazzuk a L"Hospital-szabályt, kapjuk Ag, 
illétve Cg értékét: 


Ax —— Ájnr1 — 


cz éke j 


I — 


j (1— e 
festes ag? 


Így a [oeT sor valós alakja: 


fit — 5 — mat lesse 5 








caosit cost Ni 
sz 7 ) 


.l 4 cosí2k b ll 
2 2 Por -zsa (2k b 12 


2. Fejtsük Fourier-sorba az alábbi periodikus függvényt (fűrészfogrez- 
zést, 9.14 ábra). 


2t 
TF haÜ a7xz [B 
ft - — 
j) 21 E, has et eT, 
fit Ty különben. 





Az f periodikus függvény irnpulzusfüggvényekkel megadott alakja: 


fr(b — (10 — Mr - 5) . 7 ht (1 5) k 6-7) j s-t 


Kissé átrendezve annak érdekében, hogy közvetlenül fel lehessen írni a 
Laplacé-transztormáltat; 
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2t Tr fi 
Írít) — MORT 11—5)2-14-T)- 5-7) 


Ahonnan a Laplace-iranszformált: 


.2 I 1 -E 2 1 -n 
Tgzgpogety etet a" 


Elvégezve az 5 — uk ésa? — 27 helyettesítést és az összevonást, kapjuk 
a komplex €, együtthatókat: 


-i , e 
w 2 1—-2758e6 1 —-eB 





9.14 ábra 


Amint látható, C4 tisztán képzetes, ami azt jelenti, hogy A, — 2 - 


d 
ReC, - 0,k — 0, 1, 2, 3,..., másrészt A; z —2 :ImC, — ge 
Tehát f Fouriér-sorának valós alakja: 


ha ar) 


ff z pa - Í"(—DE - sín kez — 


k-I 





sin ant sin At ) 
——— tt —m d... 


— Z . (sine — 
0 2 3 


3, Határozzuk meg az alábbi periodikus függvény Fourier-sorát (39.15 
ábra). 
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coszt, haz fc 5. 


fit) 


— cosiut, ha 2 zta T, 


JG T) különben. 





9.15 ábra 


Impulzusfüggvényekkel kifejezett formában: 


Írif — (ra) — LU — 5 )) - COS ÚN — (! (/ — 5) — lít — T)) COS üdi 


Ha felhasználjuk azt, hogy a cos függvény periódusa Z2-rr, továbbá alkal- 
mazzuk az w — — összefüggést és a cos tr) — — cos az azonosságot, 
akkor a következő transzformálásra alkalmas alakot kapjuk: 
fr — 1(f)-cosot — 2. Li - 5) cos (w(r — 5) - z) 3 
FI(r— T) - costart — fh 4 2) s 


— L(f) - cost 42. ri - 5) cos (u( - 5 )) 4 
41 — T)- costerít — Ty) 
Ennek Laplace-transzforrnáltja: 


Fr(s5) vezetne) - — (fixet) 
TÁS) — gt 8 e 0 sag " 


Ahonnan adódnak a komplex Főurier-együtthatók s — icok helyettesítés- 
sel: 


C édi KRNEL a (sebb) 


— 2m —kögé tg 
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3 tt ] 2 
— MERLE SEN (14 eF) s ák (1 4 (-1f) 
2r(1— k?) 2r(1— k2) 
Mivel €, tisztán képzetes, ezért Az — 2-ReC —-0 k-ő 1,2 3... 
A B, együtthatók is eltűnnek páratlan k esetére. Egyetlen nérn magától 
értetődő a k — § eset. Erre alkalmazható a L"Hospital-szabály : 
(kü reriny 
katt 4-k 
mik vé —i ] 
(LFE TT] ak 2(L Fe Te — in) 
— lm ——— — kr, — — ——— tg 
kat] —2k 


De mint látható ez 15 zérus. A páros indexű együtthatók k — 2 jelölés 
bevezetésével: 


Ban, z —2.-ImCo, — SZE én (14 cnry z 


2 (1 — 4n?) 


Ér 4 2n 


— n(a-1) x 48-i 


Tehát a függvény Fourter-sora: 


4 — 3n j 
f(t) — 93 — 77-ig - ut) z 
He 


4 2 . 4 . 
- ZÁ sm2or a sz sin dot...) 


9.19 Differenciálegyenletek és differenciálegyenlet- 
rendszerek 


A Laplace-transzformáció egyik legfontosabb alkalmazása az 
állandó éegyütthatójú limeáris differenciálegyenletek és differenciál- 
egyenlet-rendszerek megoldása. Ehhez tekintünk égy — a gyakorlat 
számára legfontosabb típusú — másodrendű differenciálegyenletet: 

ay" tby §Fcy 7 f(n. 


ahol a, b, c adott konstansok, y — víf) az ismeretlen függvény, f 
(a , jobb oldal") szintén adott függvény. 


JÚ 7 


A megoldási módszer lényege abban áll, hogy képezzük az 
egyenlet mindkét oldalának Laplace-transzformáltját. Ha bevezet- 
jük az ismeretlen t mr yít) függvény transzformáltjának jelölésére 
az s te F(5) jelet, és felhasználjuk. a korábban bizonyított 


E[y(D] z s: Y(s) — y(0) 

LI760] 7 57 - Y(s) — s - y(0) — y(0) 
összefüggéseket, akkor a transzformáció eredménye az 

als" Y(sy— seytd)—y(0)) tb(s-FY(9— (0) ke: T(0) — F(5) 
algebrai egyenlet. 


A transzformáció elvégzése után tehát az ismeretlen y függ- 
vény transzformáltjára égy közünséges algebrai, tehát nem diffe- 
renciálegyenletet kaptunk. Ezt meg kell oldani az Y transzformáltra, 
majd előállítani az inverz transzformáltat, ami az egyenlet y meg- 
oldása lesz. Ditfferenciálegyenlet-rendszer esetén egy algebrai line- 
áris egyenletrendszer adódik az ismeretlen függvények transzfor- 
máltjára vonatkozólag. Az egyenletrendszer megoldása után ismét 
a visszatranszformálás a feladat. Mindezt részletesen a kidolgozott 
példákban mutatjuk meg. 


Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a módszer lényeges eleme 
a kezdeti feltételek megadása. Ugyanis ezek ismerete nélkül a 
Laplace-transzformáltak nem állíthatók elő. Ezzel az eljárással te- 
hát lineáris differenciálegyenletekre és egyenletrendszerekre vonat- 
kozó kezdetiérték-problémák oldhatók meg. 


Gyakorló feladatok 
Oldja meg az alábbi differenciálegyenleteket és egyenletrendszereket! 
1." 4y5d4d-éd, yí0- 4, y(0) — —3. 


Képezzük a Laplace-transzformáltat: 


52.Y()— s. y(0) — y(0) 4 FG) — 4. —— 


5—] 
Figyelembe véve a kezdeti feltételeket; 
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52.Y()— 45434 PG) z — 


Rendezve az egyenletet az ismeretlen függvény Y iranszformáltjára: 
4 45— 3 
1 - — e 15 
6—-DíÍZá41) St] 
Parciális törtekre bontva, összevoriva a jobb oldalt, majd az inverz transz- 
formáláshoz célszerű alakra hozva, a következőt kapjuk: 
zs 2, 7 
sZ41l st41i 5-1 
Táblázat alapján az inverz transzformált: 
yít) — 2cosre Ssinr$2-e 
Ami a kitűzött kezdettérték-probléma megoldása. 


Yís) 5 





2.y —2y ty7-0, yím— I, y(0) — —2. 


Elvégezve a transzformálást, az 
SZY(s) — gy(0) — yi (0) — 2(sY() — (0) 4 FH) 0 


egyenlet adódik, melyben ha figyelembe vesszük a kitűzött kezdeti feltéte- 
leket, az alábbi konkrétabb egyenlet születik: 


57 -Y(9)— 534 2—25Yé) 424 Y(—0 
Kifejezve az ismeretlen függvény transzforrnáltját: 





5-4 
Y(s) — (s— 12 
Felbontva elerni résztörtek összegére: 
I 3 
9- SZT GET 


A korábbiak alapján ennek inverz transzforrnáltja: 
yíh me —3-.t-e, 
arni a kitűzött kezdetiérték-probléma megoldása. 


3. A módszer természetesen alkalmas magasabbrendű lineáris egyen- 
letekre vonatkozó kezdetiérték-problémák megoldására 15: 


yöoagy agy st. eü 0-0, y(0) - I, v"(0) — 2. 
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A transzformáció során felhasználjuk a deriváltakra vonatkozó formu- 
la általánosítását harmadrendű deriváltra; 


Evo] — SY) — s7y(0) — sy(0) — y0) 


Így a transzformálás eredménye: 


57. Y(9)—2—4(s Fr -1) 4 3(5-F)) zi ! 


(s — 2y 
Rendezzük az egyenletet az isméretlén y függvény transzforrnáltjára: 
Y(G) s ee x KR álsz ANN — 
sís— 145—34X5—-2Y  s(5— HG 3 
(s 41 


— s(s— 1Xs— 345 — 22 
A résztörtekre bontáshoz alkalmazhatjuk a klasszikus módszert, de most 
gyorsabban érünk célhoz a kifejtési tétellel. Mindkét törtet felbontva, majd 
összevonya az egynemű tagokat, kapjuk: 
falt, I 
125  3(5—3) 26-28 45-32 
A kezdetiérték-probléma megoldása ennek inverz transzformáltja: 


Yís) — - 


(/ [ át LÉT l 2 
— —.— gk — - zt — 
yít) 17 7 € 7 fe é 
Helyettesítéssel könnyen ellenőrizhető, hogy ez a függvény valóban kielé- 


gíti az égyenletet és a kezdeti feltételeket 15. 


4. Oldja meg az alábbi elsőrendű hamogén lineáris differenciálegyen- 
let-rendszetrt! 


xi zdxty 


, x(0) — 1, yí0) — 
p7-3xt4y 


Az ismmerétlen függvények x és y, ezek Laplace-transzformáltjai rendre 
X és F. Írjuk fel mindkét egyenlet transzforrnáltját a kezdeti feltételek 
figyelembevételével; 


5. X(g)- ll — 2X(9) b FR 
5. Y(s)—2—- 3X(í5) 4 4F(s) 


Előállt egy algebrai inhomogén lineáris egyenletrendszer az X és F transz- 
forrnáltakra vonatkozólag. Rendezve: 
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—3X(s5) 4(s— 4). F(s)—2 
Megoldva az egyenletrendszert, és egyben elvégezve a parciális törtekre 
bontást ís, a következő eredményt kapjuk: 
I a 

——— ht — 
4(í5—1)  4í5— 5) 
A hp 2. 
41(5— 1 4dír—5) 
Ínverz transzformálással kapjuk az egyenletrendszer kezdeti feltételeket 
kielégítő megoldását 


A §j 
Hf- -g tk 
xít) — 7 ri 


köveo mole] 


Als s 


FYís) — — 


y(i) — ze 4 e 


5. A módszerrel természetesen magasabb rendű egyenletrendszerek is 
kezelhetők. Példaként oldjuk meg az alábbi másodrendű homogén lineáris 
rendszert: 


X—-2y-4t2x—-Ü 


, xs 0, ih — Il, ví zs 1, p(ü) — -l. 
kereelo] (0) 50, (0) — 1, y(0) z 1, j(0) 


Képezzük a Laplace-transzformáltakat a szokásos jelölésekkel, figye- 
lembe véve a kezdeti feltételeket: 


5 .X(9—1— 2(sY(9)— 1) 42X65) 50 
35. X(5) 45" -Y(5—s 41 —8BY(s) — ) 
Rendezvé az egyenletrendszert, a következőt kapjuk: 
(5742) -X(5)— 25-Y(s) z —I 
35 -X(s).t (59 — 8) -Y(5) s s — ] 
Ennek a lineáris rendszernek a megoldása invertálható formában: 














l §5—§ ] 5—2 
Nísyz ——. £ . 
oz rag gzati gra 
l 95—ő ] 542 
Yísi za — . ———] —. 
za 4 38 HT77 
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A táblázat II., 12., 26. és 27. sorának a felhasználásával a visszatranszfor- 
málás innen már elvégezhető. Az eredmény: 


x(t) s 7eh2i TH 3 sh2: FR 7 cos 2 — z sin 2 


yít 5 s eh2i — a sh2t — 5 cos 2t — : sin 2 


6. Az előzőek mintájára inhomogén lmeáris rendszerek megoldása is 
előállítható a vázolt módszérrel. Példaként oldja meg az alábbi elsőrendű 
rendszert: 


izlett 3yát3t 
kf xi) — 2, p(ü) — 3. 
$zs3xtiyt őt 


Képezzük a transzformáltakat: 


s. X(s)— 2 — 2X(5) 4 3Yír) hb HA 


5-Y(j—3 — 3X(5) 42Y(5) —— 


Rendezzük a kapott lineáris egyenletrendszert: 


5-2. X(6)-3Y)-24ő 








—3X(5) hk ÍS -— 2] j r(5) z 3-k —— 
Ennek az egyénletrendszernek a megoldása résztörtekre bontott alakban 
18 4 3 z 13 
klet TETTE SÉNTE SÉT ÉT 
lá 4 i 3 12 
Tt —— ———  — — 4 — 
s) 5(s — 5) SET s-1 st 5 


Ahonnan az inhomogén lineáris rendszer kezdeti feltételeket kielégítő meg- 


oldása; 


- 3 
xír) — Té 44e t-3é ru 


- 12 
(0) - Te - de (t6-urT 
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9.20 Laplace-transzformációs táblázat 
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